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BOLUM 1 KAYNAKCA VE ON BILGILER
On Bilgiler
Bu ders notu boyunca agagidaki gosterimler kullanilacaktir:

1. N ile dogal sayilar kiimesi;

2. Z ile tam sayilar kiimesi;

3. R ile reel sayilar kiimesi;

4. C ile kompleks sayilar kiimesi;

5. a,b,c, ... ile reel ya da kompleks skalerler;

6. « (alfa), 5 (beta), v (gama), § (delta), ¢ (epsilon), e (varepsilon), ¢
(zeta), n (eta), 6 (teta), A (lamda), £ (ksi), = (pi), p (ro), o (sigma),
¢ (fi), ¢ (varfi), ... gibi (kii¢iikk) Yunan harfleri ile vektorlerin yam sira
matrislerin satir veya siitunlari;

7. A, B,C,1,... ile matrisler;
8. det A ile A matrisinin determinanti;

9. x,y, 2, ... ile yalnizca ti¢ boyut i¢in bilinmeyen, degisken ya da koordinat
fonksiyonlari;

10. x1, 9, T3, x4, ... ile yliksek boyutlarda bilinmeyen, degisken ya da koor-
dinat fonksiyonlari;

11. U, V, W, ... ile vektor uzaylar1 gosterilecektir.

Aritmetik Islemler

a c ac
a(b—i—c)—ab—i-ac, 68—@
a,c_odtbe ab_ad
b ' d  bd c¢/d b

Isaret Kurallar:



Sifir Sifir ile bolme tanimli degildir.

0
a#0ise —=0,a"=1,0°=0
a

Binom Teoremi Herhangi bir pozitif n sayisi i¢in
-1 -1 —2
(a+0b)" = a" +na" b+ pees) (7;2 )a”_262 + 2 (n 12);71 )a”_3b3 +

+. + nab" "t 4 "
Ornegin,
(a4 b)* = a2 + 2ab + b? (a —b)* = a® — 2ab + b*
(a +b)* = a® 4 3a2b + 3ab® + b* (a — D) = a® — 3a%b + 3ab® — b®

n > 1, Tamsayilarin Kuvvetlerinin Farklari

a"—=b'=(a—b)(a" " +a" b+ a" b + .+ ab" P+ ")
Ornegin,
a?—b*=(a—"0)(a+0)
a® — b3 = (a —b) (a® + ab + b?)
a* = b* = (a —b) (a® + a®b + ab® + b%)

Polinom Fonksiyonu

p(2) = ag + ayx + aga® + ... + a,a”

seklinde tanimli fonksiyona polinom; n sayisina polinomun derecesi; a,, kat-
sayisina polinomun baskatsayis: denir. Burada ag, aq, as, ..., a, katsayilar: reel
ya da kompleks skalerlerdir.

Toplam ()) ve Carpim (][]) Sembolleri
1=1,2,...,n € N ve a; degerleri reel ya da kompleks skalerler olmak {izere

ao—l—al—i—ag—i—...—i—an:Zai,
=0
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ve

n
ap.a1.a9...Ay = H a;.
=0

Kompleks Sayilar

Bir kompleks say: reel skalerlerin bir (a, b) ikilisinden ibarettir. Kompleks
sayilar kiimesini C ile gosterelim. Bu sayilar arasinda esitlik, toplama ve
carpma gibi islemler

1. (a,b) = (¢,d) & a=cveb=d,
2. (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d),
3. (a,b) (c,d) = (ac — bd, ad + be)

seklinde tammlanir. Her a reel skaleri aym zamanda bir (a,0) kompleks
sayidir. (0, 1) kompleks sayisi i ile gosterilirse

i?=1i=(0,1)(0,1) = -1
ve i = y/—1 bulunur. Herhangi bir z = (a, b) kompleks sayisi
2 = (a,) = (a,0) + (0,8) = (a,0) + (b,0) (0,1) = a+ bi

seklinde yazilabilir. Burada a = Re z ve b = Im 2 olarak ifade edilip z kom-
pleks sayisinin reel ve imajiner kisimlar olarak adlandirilir.
Bir z = a + bi kompleks sayisinin eslenig:

Z=a—0b
seklinde tanimlanir. Burada 2z = a? + b? dir. Ayrica 2z mutlak degeri
|z| = Vz2Z = Va? + b?

olup, R? de (a,b) vektoriiniin uzunluguna (normuna) karsilik gelir (bakiniz
Boliim 3.2.4).



Boliim 2

Lineer Denklem Sistemleri

2.1 Matrisler

2.1.1 Tanimlar ve gosterimler

Tanim 2.1.1 X = {1,2,....m} ve Y ={1,2,...,n} olsun. X xX Y kartezyen
kiimesinden reel ya da kompleks sayplar kiimesine tanimly bir fonksiyona mxn
tipinde (m xn bi¢iminde) bir matris denir. m xn ye de matrisin mertebest
ady verilir.

Gosterim 2.1.2 A: X xY — R (ya da A: X xY — C) fonksiyonunun
verilmesi demek her (i,7) € X XY i¢in A(i,7) elemanlarinan verilmesi de-
mektir. A (i, j) = a;; diyelim. Bundan sonra A fonksiyonu

ai;; Aig ... QA1p
21 A2 ... Q92pn
(2.1)
Am1 Am2 -« Amn
L d mxn

seklinde veya kisaca A = [a;] ile gosterilecektir.

mXxn

Tamim 2.1.3 a;; saylarimn her birine A matrisinin bir elemant denir.
Ayrica
i1y Aq2; -5 Qin

bt
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elemanlarimin olusturdugu yatay siraya A matrisinin i. satar: ve
Q15, A5y .-y Amy

elemanlarimin olusturdugu dikey siraya da A matrisinin j. stitunu veya kolonu
denir.

Uyar1 2.1.4 Elemanlar: reel ya da kompleks olan m X n tipinde bir matris
denildiginde akla (2.1) seklinde bir tablo gelir. Ayrica A matrisinin i. satir
ve j. stitunundaki elemam a;; ile gosterilir.

Ornek 2.1.5

—-14+i3-21 3+3i O 7m0
1—-1 -3 0 4-313-2i0
0O —-1+i -1 5—-i 2-610
—i 61 3 0 —-1+i0

seklinde verilen A matrisi i¢in:

1. Mertebest 4 x 6 dir;

2. (14 = Q16 = Q23 = U6 = A31 = A36 = A4q = Ay = 0 diry
3. 6. stitunu sifirlardan ibarettir;

4. 411 = —Q9; = Q39 = Qy5 = —1 +1 dir.

Gosterim 2.1.6 Elemanlar reel (ya da kompleks) olan m x n tipindeki tim
matrislerin ciimlesi R (veya CI') ile gosterilir.

Tamim 2.1.7 Yalniz bir stiitundan olusan

ail

a1

Am1
-m-m><1
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matrisine stitun matrisi; yalniz bir satirdan olusan

A= [all aig ... Qip
1xn

matrisine ise satir matrist ady verilir.

Ornek 2.1.8 Asaiuda satur ve siitun matrislerine ornekler verilmistir:

2
|
_ o o &~

L Jd4x1
ve
B:[O 1+41i1—-i0i

1x5

Tamim 2.1.9 A = [a;], ., ve B = [by] . matrisleri igin eger heri,j igin

Qij = by

ise A ve B matrislerine egittir denir ve A = B ile gdsterilir.

Iki matrisin esit olmasi icin mertebelerinin ayni olmasi gerektigine dik-
kat edilmelidir.

Ornek 2.1.10

0 1 a—1 ¢
A: ’B:
3—-11 b+2id

2x2 2x2

matrislerinin egit olmast i¢in a,b, c,d sayilarine bulalim. Buna gore
a—1=0=a=1,b0+2=3—-i=0=3-3i

vec=1i,d =1 olur.
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2.1.2 DMatrislerde toplama ve skalerle carpma islemi

Tanim 2.1.11 A = [a;;] . ve B = [b;] _  matrislerinin toplama bu ma-
trislerin karsilikly bilesenleri toplanarak elde edilen yeni bir matristir. Yani,

A + B = [aij + bij]an
dir.

Mertebeleri farkli olan matrislerin toplami tanimh degildir.

Ornek 2.1.12

3 i -1 —i
A=10 —2+i , B=15 2-i
i3 23 —4 3+ 2x3
matrisler: i¢in
3—-1 i—i 20
A+B=10+5 —2+i+2—i =150
4—4 3-3+i ous 01i o

olur.

Tanmim 2.1.13 Bir A = [a;],.. € R (veya C') ve c € R (veya C) olmak
iizere [ca;;], ... € R (veya C' ) matrisine A matrisinin c skaleri ile ¢arpima
denir ve c. A ile gosterilir. Boylece

a1 A1 ... QA1p caip Ccayigp ... CQip
o1 A2 ... Q9p Ca21 Cag2 ... CQop
C. =
Am1 Am2 -« Amn Cpm1 CApo ... CQmp
L 4 mxn L 4 mxn

olur.
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Ornek 2.1.14 ¢ =1 — i skaleri ve

2x3

matrisi i¢in c.A carpime A ile aynt mertebeden

—1—i 1+4i
cA= 0 —14+3i
2—-2i —1+4i

2x3

seklinde bir matris olur.

Tanmim 2.1.15 Bir A = [a;), ... € R (veya C7') matrisi verilsin. —A =
[—ai;),..... € R (veya CJ') matrisine A nan toplamsal tersi denir.

Uyar: 2.1.16 A+ (—B) yerine kisaca A — B yazilr.

Matris toplamimin ve skalar ¢carpiminin bazi ¢zellikleri agagidaki teorem-
lerle ispatsiz bir gekilde verilebilir.

Teorem 2.1.17 Her A,B,C € R (veya C') matrisleri i¢in asagidakiler
saglanar:

1. (A+B)+C=A+(B+0C);
2. A+0=A=0+ A

3. A+ (—A) =0=(—A) + A
4. A+ B =B+ A;

5 A+ C=B+C=A=BveA+B=A+C= B=C dir.

Teorem 2.1.18 Her A, B € R (veya CII') matrisleri ve her ¢,d € R (veya
C) skalerleri igin asagidakiler saglanar:
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1. c.(A+ B) =c.A+c.B;
2. (c+d).A=cA+dA
3. (cd).A=c.(d.A);

4. 1, R nin (veya (1,0), C nin) ¢carpma islemine gore birim elemani olmak
lizere 1.A = A dir.

Uyar: 2.1.19 R (veya C) kiimesinin bu islemler ve sagladigr ézellikler
sayesinde ileride bir cebirsel yapr (yani bir vektor uzayr) oldugu gosterilecek-
tir.

Tanim 2.1.20 ¢ ve j dogal saylar olmak tizere

2:jzseézj:1
27&]’&865”:0

seklinde tanimlanan 6;; sayisina Kronocker Deltast adu verilir.
Leopold Kronocker (1823-1891). Alman matematik¢i ve mantikgi.

g VR

Resim-1: Leopold Kronocker (1823-1891)
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Ornek 2.1.21 i € {1,2,...,m} olmak iizere

L 4 mx1

seklinde verilen Ey, Es, ..., E,, siitun matrislerini a¢ik olarak yazalim: 6,; Kro-
nocker Deltasi yardimayla

1 0 0
0 1 0
B, = By = | By =
0 0 1
L d mx1 L d mx1 L d mxl1

elde edilir.
Ornek 2.1.22 C? matrisler kiimesinde

3+ 2i
-7
1—4i

6i
matrisini Ey, Ey, E3, By vektorlert cinsinden ifade edelim: Bunun i¢in ilk
olarak

3+ 2i 3+ 2i 0 0 0

~7 0 ~7 0 0
- + + +
1 —4i 0 0 1—4i 0

61 0 0 0 61
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ve daha sonra

1 0 0 0
0 1 0 0
= (3 + 2i) -7 + (1 — 4i) + (6i)
0 0 1 0
0 0 0 1
olur ki bu
A= (3+42i)E; —TEy+ (1 —4i) E5 + (61) E,
demektir.

2.1.3 Matrislerde carpma islemi

Matrislerde toplama iglemi fonksiyonlarin toplama iglemlerinden yararlanarak
Tanmim 2.1.11 ile ifade edildi. Ancak matrislerde carpma iglemi boyle degildir.

Tanim 2.1.23 A matrisi m X n tipinde ve B matrisi n X p tipinde olsun.
A = [a,] ve B = [b;] . oldugunu varsayalim. (i, k) wnce bileseni

n
Cik = E aijbj
=1

matrisine A ile B matrisinin ¢arpima denir

mxn nxp

esitligiyle tanvmle olan [c;j
ve AB ile gosterilir.

mXxp

Uyar1 2.1.24 Herhangi A ve B matrisleri i¢in ¢carpim tanimly degildir. Bu
matrislerin carpilabilir olmast i¢in A mn siitun sayist B nin satir sayisina
esit olmalidr.

Bu tanim kisaca

(@i, [Bis)ep = [Z %‘bjk]
=1

mxp

esitligi ile verilebilir.



2.1 MATRISLER 13

Ornek 2.1.25 Asafida verilen matrisler carpilabilir ise AB matrisini bu-

lalim.
31
5 =2
A= |0 =2 ve B =
-1 0
4 3 2X2
3x2

icin A man stitun sayist B nin satir sayisina esit oldugundan bu matrisler

carpilabilirdir ve

3.5+ 1.(—1) 3.(—2)+1.0 14 —6
AB=10.(5)+ (=2).(=1) 0.(=2) +(=2).0 =12 0
454 3.(—1) 4.(-2)+3.0 17 -8
3x2 3x2
dir.
Ornek 2.1.26 A ve B matrisleri carpilabilir olsun ve AB = C verilsin dyle
ka
-7
1 0 3 4n
A= , B=12 , C =
—-1 -1m 10
2x3 5 2x1
3x1

Buna gore m ve n degerlerini bulalim. O halde

o L(=7)+0243.5
(=1).(=7)+(-1).2+mb U Rl B

yani m =1 ven = 2 olur.

Teorem 2.1.27 Matrislerde ¢carpma isleminin asagidaki o6zellikleri vardur:

1. A matrisi m x n tipinde, B matrisi n X p tipinde ve C matrisi p X r

tipinde olmak tizere

A(BC) = (AB)C

dir.
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2. A matrisi m x n tipinde, B matrisi n X p tipinde ve C'" matrisi n X p

tipinde olmak 1izere

dir.

A(B+C)=AB+ AC

3. A matrisi m X n tipinde, B matrisi p X m tipinde ve C' matrisi p X m

tipinde olmak 1izere

dir.

(B+C)A=BA+CA

4. c bir skaler ve A matrisi m X n tipinde, B matrisi p x m tipinde olmak

uzere

(c.A)B=c.(AB) ve A(c.B) =c.(AB)

dir.

Uyar1 2.1.28 lleride vektér uzaylar konusu anlatilirken R™ (veya C") kare-
sel matrislerin kiimesi, matris ¢carpimainan ozelliklerinin yane sira matris toplama
ve skalerle ¢arpimin sahip oldugu ozellikler sayesinde cebir adini alacaktar.

2.1.4 Bir matrisin transpozu

Tamim 2.1.29 A matrisi mxn tipinde olsun. A min saturlar: stitun yapilarak
elde edilen yeni matrise A mn transpozu (ya da devrigi) denir ve AT ile

gosterilir.

Bu tamima gore

aix a2

Q21 Qg2

dir.

Am1 Qm2 ...

A1n

Q2

amn

mXxn

ise AT =

ail a1

12 Q99 ...

A1p A2p ...

. Qm1

Am2

amn

nxm
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Uyar: 2.1.30 1. A matrisi m x n tipinde ise AT n x m tipindedir;

2. A= [aij]mxn ve AT = [bij]nxm ise bﬁ = aij dir;

3. (A")" = A dir.

Ornek 2.1.31 Asafida verilen matrislerin transpozlarine bulalim:

3 1
5 —2
A= 10 -2 , B= U602[3—24} -
-1 0 1x3
4 3 2X2
3x2
Buna gore
3
3 0 4 5 —1
AT = , BT = ve CT = | -2
1 -23 -2 0
2x3 2X2 4
3x1
olur.

Teorem 2.1.32 1. A ve B matrisleri m x n tipinde ve ¢ bir skaler ise
(A+ B)T = AT + BT ve (c.AT) =c AT
dar.
2. A matrisi m x n tipinde, B matrisi n x p tipinde ise BT AT taniml olup
(AB)" = BT A"
dar.

Tamim 2.1.33 Bir A matrisi icin; eger AT = A ise A ya simetrik matris,
AT = — A ise antisimetrik (veya ters simetrik) matris ady verilir.

Ornek 2.1.34 0 € (—o0,00) olmak tizere asafjidaki matris simetrik ma-
trislere bir ornektir:

cosh @ sinh6 0
A= |sinh0 cosh@ 0

0 0 1
3x3
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Uyar1 2.1.35 A matrisi ti¢ boyutlu Lorentz-Minkowski uzayinda z — ekseni
etrafinda 0 radyan kadarlik bir donme hareketini temsil eder.

Hendrik A. Lorentz (1853-1898). Hollandal fizik¢i ve matematikgi. 1902
yili Nobel Fizik Odiilii sahibi.

Resim-2: Hendrik A. Lorentz (1853-1898)

Hermann Minkowski (1864-1909). Alman matematikgi.

Resim-3: Hermann Minkowski (1864-1909)

2.1.5 Kare matrisler

Tanim 2.1.36 Satur sayist stitun sayisina egit olan matrislere kare (ya da
karesel) matris ady verilir. n X n tipinde bir kare matrise n inci mertebeden
kare matris denir.
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Ornek 2.1.37 Asajidakiler kare matrislere birer érnekdir:

-—3 2 5 0 ]
0 1 -1 3
1 -2 3 =2
3 0 4 4

17

4x4

Tanim 2.1.38 n— inci mertebeden bir kare matriste ai1, ass, ..., Gnyn Sayilarinn

olusturdugu

(a117 a2, ..., ann)

siraly sayr n—lisine kare matrisin kégegent denir.

Ornek 2.1.39 Asajida verilen A matrisinin késegenindeki elemanlar sar

renkle gosterilmistir.

| 17 0 1 -1 3
5 0 =2 3 =2
-1 3 5 0 -1
3 =2 5 1 1
4 4 -1 0 -7

5X5H

Tanim 2.1.40 n—inci mertebeden bir kare matrisin késegenindeki eleman-
larinan timi 1, kégegen digindaki elemanlariman timii 0 ise, bu matrise n—incs
mertebeden birim matris denir ve I, ile gosterilir.

Ornek 2.1.41 Asafida farkls mertebelerden birim matris érnekleri verilmistir:

-1000-
0100
0010
0001

4x4
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ve
10..0
01..0
00..1

Uyar1 2.1.42 n—inci mertebeden her A kare matrisi i¢in

oldugu kolayca gorilebilir. Ayrica A matrisi m X n tipinde ise
Al, =Avel, A=A

oldugunu bir alistirma olarak ¢ozebilirsiniz.

Tanmim 2.1.43 1. A, n—inci mertebeden bir kare matris olmak tizere i # j
i¢in a;; = 0 ise A matrisine kogegen matris denir.

2. Bir késegen matrisin kosegenindeki elemanlar: esit ise bu matrise skaler
matris denir.

3. A=lay),,, olmak iizere i > j igin a;; = 0 ise A matrisine st licgen
ve i < j i¢in a;; = 0 ise A matrisine alt iicgen matris adr verilir.

Daha acik olarak ifade edilirse,

a1 0 0 .. 0
0 a929 0 .. 0
Kosegen matris: | 0 0 ass ... O

L -1 nXxXn
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c00 ..0
OcO ... 0
Skaler matris: [0 0 ¢ ... 0
000 ... ¢
@11 Q12 A13 ... A1p
0 92 23 ... Q9n
Ust uggen matris: | 0 0 ass ... as,

- -1 nXxn
a1 0 0 0
21 A9292 0 0
Alt ucgen matris: |ag, ass ass ... 0
_anl Ap2 Apg .- ann_ nxn

Uyar1 2.1.44 Birim matris késegenindeki elemanlary 1 olan bir skaler ma-
tristir. Ayrica hem st hem de alt tiggen matristir.

2.1.6 Bir matrisin carpma islemine gore tersi

Tamim 2.1.45 A n — inci mertebeden bir kare matris olsun. BA = I,, ve
AB = I,, olacak sekilde bir B matrisi varsa bu B matrisine A min ¢carpmaya
gore tersi denir ve A1 ile gosterilir.

Uyar1 2.1.46 Yukaridaki tanim sadece karesel matrislerin ¢arpmaya gore
terslerinin olabilecegini ifade eder.

Tamim 2.1.47 Bir A kare matrisinin ¢carpma iglemine gore tersi yoksa bu
matrise singtler (ya da tekil) matris denir. A matrisinin ¢arpmaya gore
tersi varsa bu durumda A matrisine regiiler (ya da tersinir) matris denir.
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Ornek 2.1.48
35

12

2x2

A:

matrisinin regiler bir matris oldugunu ve tersinin

2x2

oldugunu gésterelim. Bunun icin AA™Y ve A~YA carpimlariman I, matrisine
egit oldugunu gostermeliyiz, yani

ve

35
12

2
-1

)
3

2
-1

-5
3

35

12

10
01

10

01

oldugundan A matrisinin ¢carpmaya gére tersi vardir ve

dir.

Teorem 2.1.49 1. A kare matrisinin carpmaya gore tersi varsa AT ma-
trisinin de ¢carpmaya gore tersi vardir ve

(A7) "= (A7)’
dir.
2. A, n — inci mertebeden regiiler bir matris ise A~ de regiilerdir ve
(A1) =4

dir.
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3. n—inci mertebeden A ve B regiiler kare matrisleri i¢in AB matrisinin
de carpmaya gére tersi vardir ve
(AB) ' = BtA™!
dir.

Tamm 2.1.50 A € R” regiiler matrisi verilsin. Eger A~* = AT oluyorsa
A ya ortogonal matris denir. A € C! olmasy durumunda A ya kompleks
ortogonal matris ady verilir.

Uyar1 2.1.51 Yukaridaki tanima gore A ortogonal ise AT A = AAT = I, dir
ve bunun tersi de dogrudur.

Ornek 2.1.52 0 € [0, 27] olmak fizere

cosf —sind

sinf cosf

matrisinin bir ortogonal matris oldugunu gdsterelim. Buna gore

- ab
cd
olmak tizere
. cosf.a —sinf.c cosf.b —sinf.d 10
AA™ = =
sinfl.a + cosf.c sinf0.b + cosf.d 01
ve
a.cosf +b.sinf —a.sinf 4 b. cos b 10
A7TA = —
c.cosf +d.sinf —c.sinf + d.cosf 01
1¢in matris egitlige kullamilarak kolayca
e cosf sind
—sinf cosf

oldugu goriilebilir. Bu ise A~ = AT oldugundan A nan ortogonal olmasy
anlamana gelir.
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Uyar1 2.1.53 Yukaridaki ornekte verilen

cosf —sind

sinf cosf

matrisi reel diizlemde orijin etrafinda 0 radyan kadar bir donme hareketini
temsil eder.

Tanim 2.1.54 Bir A = [ay],,.,, € C' matrisi icin a;; saylarinan her birinin
eslenigi alinarak elde edilen matrise A min eglenigt denir ve A ile gosterilir.
Kisaca A = [a;;] dir.

mXxn

Ornek 2.1.55

2431 -3+1 4

A—

—2-—-5 7 6-3i

L 42x3

matrisinin eslenigi

_ 2-31 -3—-i -4
A—

—-2451 7 6431

L 42x3

olur.

Tanim 2.1.56 Bir A € R} (veya € CI') matrisinin baz satur veya situnlar
silinerek elde edilen yeni matrise A man bir altmatrist denair.

Ornek 2.1.57 Bir onceki ornekte verilen A matrisi icin

) 2+ 3i -3+i 4
A1: [2+31]1><17 AQZ y A3:
—2—5i 7 6-3i
2x1 2x2
altmatrislerdur.
Tanim 2.1.58 Bir A= |a;], .. € R} (veya € C}) kare matrisi i¢in

n
g Qg5
i=1

sayisina A man izi denir ve 1zA seklinde gésterilir.
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Uyar1 2.1.59 Bir kare matrisin izi, bu matrisin késegenindeki elemanlarin
toplamadur. Kare olmayan matrislerin izt tansmly degildir.

Ornek 2.1.60
3 -1 0
A=11 2 3
0 3 —1

matrisi i¢in [2A =3+ 24 (=1) = 4 tiir.

Teorem 2.1.61 A, B € R (veya € C}') matrisleri ve ¢ € R (veya € C)
skaleri i¢in asagidaki ifadeler saglanir:

1. [2(A+B)=1zA+ I12B;
2. [2(c.A) = clzA4;

3. [2(BA) = 12(AB).

2.1.7 Bir matrisin esolon formu

Tanmim 2.1.62 A = [a;], .. mXxn tipinde bir matris olsun. Asagidaki 6zel-
likler saglanwyor ise A ya satwrca indirgenmais esolon formda bir matris
denir:

1. A mn safir saturlary (bitin elemanlary sufir olan satirlar) varsa bunlar
matrisin en alt satirlaridor.

2. Sifirdan farkly bir satirin soldan itibaren sifirdan farkl ilk elemans 1
dir. Bu elemana ilgili satirin ilk 1 1 denir.

3. Sifirdan farkl her bir satwr i¢in, ilk 1 bir énceki satirlarin herhangi ilk
1 lerinin saginda ve altinda yer alur.

4. Bir siitun bir ilk 1 i¢ceriyorsa bu stitundaki diger biitiin elemanlar syfirdur.

Satirca indirgenmis egsolon formundaki bir matris, bu matrisin {iist sol
kogesinden azalan ilk 1 lerin bir merdiven (egolon) 6érnegi olarak olusur.
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Uyar1 2.1.63 1. Yukaridaki tanimda 1,2,3 6zelliklerini saglayan m x n
tipindeki bir matrise satirca esolon formdadar denir.

2. Bu tamamlarda hi¢ sifir satiry olmayabilir.

3. Benzer tamum siitunca indirgenmis esolon form ve stitunca egolon form
1¢in de yapilabilir.

Ornek 2.1.64 i i
1000
0100
0010
0001

matrisi satirca indirgenmis esolon formdadar.
Ornek 2.1.65
130
001
matrisi satirca indirgenmis esolon formdadar.
Ornek 2.1.66
12001
00123
00000

matrisi satirca indirgenmis esolon formdadar.

Ornek 2.1.67 ~ _
1502 -2 4
0103 4 8
0001 7 -2
0000 0 O
0000 0 O
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seklinde verilen matrisin 2. ve 3. siitunun ilk 1 i disginda sifirdan farkl el-
emanlary vardir ve dolayswyla satirca esolon formdadir. (Yukarida verilen
tanvman 4 numaraly ozelligi saglanmamaktadur.)

Ornek 2.1.68

0013579-
00001 -23
00000 1 2,
00000 0 1
00000 0O O

seklinde verilen matrisin 5. 6. ve 7. stutunlary ilk 1 disinda sifirdan farkh
elemanlara sahiptir ve dolayiswyla satirca esolon formdaduir. (Yukarida verilen
tanvman 4 numaraly ozelligi saglanmamaktadur.)

Ornek 2.1.69

052
001

seklinde verilen matrisin 1. satir 2. stitundakt eleman 5 oldugundan ne satirca
indirgenmig esolon ne de satirca esolon formdadur. (Yukarida verilen tanima
gore 1. satur bir ilk 1 e sahip degildir.)
Ornek 2.1.70

324016

000000
000000

seklinde verilen matrisin 1. satir 1. stitundakt eleman 3 oldugundan ne satirca
indirgenmis esolon ne de satirca esolon formdadur. (Yukarida verilen tanima
gore 1. satur bir ilk 1 e sahip degildir.)

Ornek 2.1.71 ) )
1041 -36
0170 29
0303 00

0001 0 O
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seklinde verilen matrisin 3. satir 2. siitunundaki eleman 3 oldugundan ne
satirca indirgenmis esolon ne de satirca esolon formdadur. (Yukarida verilen
tanema gore 3. satur bir ilk 1 e sahip degildir.)

2.1.8 Elemanter operasyonlar

Bir A € R (ya da € C!") matrisinin satirlarini a4, ag, a, ... ve siitunlarim
B1, Ba, B3, ... ile gosterelim. Buna gore agagidaki tanim verilebilir:

Tanim 2.1.72 Bir A € R (ya da € CI') matrisi dzerinde tanimlanan
asagidaki iglemlere matrisler i¢in elemanter satwr (stitun) operasyonu
denir ve € ile gosterilir:

1. A€ R} (ya da € C') matrisinin herhangi iki satirim (veya sitununu,)
kendi aralarinda yer degistirmek, € : o; < a;;

2. A€ R} (ya da € C) matrisinin herhangi iki saturiny (veya stitununu)
sifirdan farkl, bir say ile ¢carpmak, € : o; — c.oy;

3. AR (ya da € CI") matrisinin herhangi bir saturine (veya sttununu)
bir say ile ¢arpip diger bir satirina (veya sitununa) eklemek, ¢ : c; —
o; + c.a;.

Tanim 2.1.73 Bir A matrisine sonlu sayda satir (situn) elemanter op-
erasyonu uyqulanarak bir B matrisi elde ediliyorsa A ve B matrislerine satirca
(stitunca) denk matrisler adi verilir ve A =~ B ile gosterilir.

Ornek 2.1.74

1 2 43 2 4 86
A=12 1 32| veB=1|1-12 3
1 -123 5 —2911

matrisleri satirca denktir. Gercekten de, siraswyla,

1 2 43 2 4 86 2 4 86

e1:a1—2.01 £2:Q9>Q3

21 32 ~ 21 32 ~ 1 -123
1 -123 1 -123 21 32
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2 4 86

ez:az+3.a9
~ 1 -12 3
5 —-2911

elemanter satir operasyonlar:, uygulanmaster.

Ornek 2.1.75
02 3 —41
00 2 3 4
A=
22 -5 2 4
20-6 9 7

matrisinin satirca indirgenmig esolon formunu elemanter operasyonlar yardimayla
bulalim.

2 3 41

02 3 —41 0
515043:%0(3 0 0 2 3 4 525044—:844—2043 0 0 2 3 4
11 _75 1 2 11 _75 1 2
20-6 9 7 0-2-1723
01 2 21 013 21
eyoq:éoq 00 2 3 4 caag—ag—a 00 2 3 4
11 P 1 2| wmraal]g—4 3 2
0-2-173 00 2 3 4
01 2 —21 01 3% —23
co:u—as—a 00 2 3 4 ewom:éaz 00 1 % 2
3 3
10 -4 3 3 10-4 3 5
00 0 0O 00 0 0O
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[y

010 =% 3 100 9 2
68:041—>041—%042 O O ]_ 2

—17 =5
610104,\15—)043 0 ]- 0 T

~

2

eg:az3—asz+4as 1 0 0 19 £11:2+>Q3 0 0 1 3 2
2 2

0

(@] © wnlw qk‘

000

Uyar1 2.1.76 1. Her matris kendisine denktir.
2. Eger B, A ya satirca denk ise A da B ye satirca denktir.

3. Eger C, B ye satirca denk; B de A ya satirca denk ise C' de A ya satirca
denktir.

Teorem 2.1.77 Her sifirdan farklsm xn tipindeki A = [a;;] matrisi, satirca
(stitunca) esolon formdaki bir matrise satirca (situnca) denktir.

Teorem 2.1.78 Her sifirdan farkls m xn tipindeki A = [a;;] matrisi, satirca
(stitunca) indirgenmis esolon formdaki bir tek matrise satirca (sttunca) denk-
tar.

Uyar1 2.1.79 Bir matrisin satirca esolon formunun tek olmadigina dikkat
ediniz.

Tanim 2.1.80 Bir birim matrise bir tane elemanter operasyon uyqulanarak
elde edilen matrise elemanter matris denir.

Ornek 2.1.81 Asajida elemanter matris rnekleri verilmistir:

1 0 5:042—:842—‘,—041 1 0

~

01 11

100 001

Eix]1 A3

010 ~ 010
001 100
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(1000 (10 0 0
0100 caysa |01 0 0
0010 - 00 -50
0001 00 0 1

Teorem 2.1.82 FElemanter matrisler regiiler matrislerdir, yani

dir.

Ornek 2.1.83 Yukaridaki érnekte verilen

10
A= =& ([2)
11
matrisini ele alalvm. Buna gore
1 0 6_11042—>042—041 1 0
Al =l =& R
01 -11
olur ki
e 10
-11
bulunur. Benzer sekilde
001
B=1010|=¢(ls)
100
1¢in
100 001
Bl=cL=c'|lot1ol | & |010

001 100
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olup
01

0
B'=1010|=8B
100
elde edilir.

Uyar1 2.1.84 Yukaridaki ornekte B = B~ olduguna dikkat ediniz. Béyle
matrislere involutif (kendine doniik) matrisler adu verilir. Ayrica p € Z
icin AP = 0 sartin saglayan A kare matrisine ise nilpotent matris (sifur
gticlii) adu verilir.

2.1.9 Elemanter operasyonlarin uygulamalari
Bir matrisin tersinin bulunmasi

Teorem 2.1.85 A = [ay], ., matrisi ve A mn satirca indirgenmis esolon
formu olan R matrisi verilsin. O halde

R=FEyE; 1...F1A
olacak sekilde Ey, ..., B}, elemanter matrisler: vardir ve
A=F'..E;'R
seklinde ¢arpanlarina ayrilabilir.

Sonug 2.1.86 A, n x n matrisi I,, matirisine satirca denk olsun. Yani

olsun. Bu durumda ters matris tanimaindan
A =g (1) ..e1 (1) (2.2)
dir.
A, n X n matrisi I,, matirisine satirca denk olsun. Yani

e (g2 (e1(A))) =1,
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olsun. Simdi &g, ..., £; elemanter operasyonlar: [A : [,,] matrisine uygulayalim.
Bu durumda

er (o (e1[A: 1)) = ex (2 (e14)) ek (.82 (e11,))] (2.3)

yazilabilir. (2.2) ve (2.3) esitliklerinden

]

elde edilir.
Ornek 2.1.87
2 —-10
A=10 1 2
3 1 3

matrisinin tersini bulalim. Bunun i¢in

2-10:100
A:L]~ |01 2:010
31 3:001
-1 -2-3:10 -1 123:-101
TR 001 201 0] TR M o120 10
31 3 :00 1 313: 001
1 2 3 :-101 1 0 —1:-1-21
e3:a1 —a3—3a . gq:001— a1 —200 .
~ 01 2 :010 ~ o1 2 :0 1 0
0-5-6:30-=2 0-5—-6:3 0 -2
10 —-1:-1-21 10 —-1:-1-21
e5:az3—az+5az ; 55:0‘3_7110‘3 .
~ 01 2 : 0 1 O ~ 01 2 : 0 1 O
: 3 —1
00 4 :3 5 —2 00 1: 3 5 =
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10-1:-1-21 100: 3+ 3¢ 4
671042—:342—2043 . 3 _3 s —artas . 3 _3
3 =1 : 3 —1
001 :2 2 - 0o1:32 2 =
bulunur. O halde
-1 -3 1
7T 1 2 -1 -3 2
-1 -3 -3 ——
A = = 5 1| = -6 —6 4
R I R
Ornek 2.1.88
1 21
A=13 7 4
2 —-13
matrisinin tersini bulalvm. Bunun i¢in
1 2 1:100
A: L]~ (3 7 4:010
2-13:001
1 2 1:100 10-1: 7 =20
e1:a0—ao—301 . ez —a1—2a0 .
R 01 1:-310 R 01 1 : -3 10
e9:ax3—a3—201 eq:a3—a3+bag
0-51:-201 00 6 :—17 5 1
: [ 25 -7 1
) 10-1: 7 =20 100'??6
65:043:3043 01 1 : 31 0 55042—&942—043 010 : 1 1 -1
T eria— a1 +asg 6 6 6
© 17 5 1 o —17 5 1
001'766 _001'766
bulunur. O halde
2 =7 1
6 6 6
Al — [ =t 1 -1
6 6 6
=17 5 1
6 6 6
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Uyar: 2.1.89 Elemanter iglemlerin pratik uygulamalar: asagidaki gibi siralan-
abilir:

1. Bir matrisinin satirca indirgenmis esolon formunu bulmak.

2. Elemanter matrisler elde etmek.

3. Matrislert ¢carpanlarina ayirmak.

4. Bir regiiler matrisin tersini bulmak.

5

. Vektor kiimelerinin lineer bagimsiz olup olmadigina tespit etmek (ileride
verilecektir).

6. Lineer denklem sistemlerinin ¢oziimini bulmak (ileride verilecektir).

7. Bir kare matrisin determinantine hesaplamak (ileride verilecektir).

2.1.10 Boliim sonu alistirmalar:

2 3 01
A= ve B =
—-14 53
matrisleri icin A + B, A — B, A+ BT, AB, ABT, AT B matrislerini
bulunuz.
2.
3 1

olmak iizere AT B ve ABT matrislerini bulunuz.
3. A#0ve B # 0 ve AB = 0 olmak iizere A ve B matrislerini bulunuz.

4. 0 € R ve p € Z* olmak {izere

p
cos —sin6 cospl — sin pd

sinf) cos sinpf cos pl

oldugunu gosteriniz.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.
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A, m x n tipinde bir matris olmak iizere (—A)" = —AT oldugunu
gosteriniz.

. m x n tipinde her A matrisi icin AAT ve AT A matrislerinin simetrik

oldugunu gosteriniz.

Simetrik bir A matrisinin transpozunun da simetrik oldugunu gos-
teriniz.

A matrisi simetrik olsun. A nmn carpmaya gore tersi varsa A~! ma-
trisinin de simetrik oldugunu gosteriniz.

. A ortogonal bir matris ise AT matrisinin de ortogonal oldugunu gos-

teriniz.

n. mertebeden birim matris 7, ile gosterildigine gore I,, = [d;]
oldugunu gosteriniz.

nxn

A, B € C" olmak iizere A+ B = A+ B oldugunu gosteriniz.
A € C ve A € C™ olmak iizere \.A = \. A oldugunu gosteriniz.
A € C7" olmak tizere A" A ve AA" matrislerini bulunuz.

A ve B, n. mertebeden iist ticgen matrisler ise A+ B ve AB matrislerinin
de st {icgen matris oldugunu gosteriniz.

Asagidaki matrislerin carpmaya gore terslerinin bulunup bulunmadigim
gosteriniz. Varsa bulunuz.

(a)
35
12

2 3
4 =5
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110
020/,
101

3—-10
01 2
1 3 2
16.
312
A=14 01
0 13

olduguna gore A~! varsa bu matrisi elementer satir islemlerinden yarar-
lanarak bulunuz.

17.
-130
A=12 14
0 12

olduguna gore A~! varsa bu matrisi elementer satir islemlerinden yarar-
lanarak bulunuz.

18. _ -
3-11-1
1-150
A=
01 30
3 0 3 -1

olduguna gore A~! varsa bu matrisi elementer satir islemlerinden yarar-
lanarak bulunuz.
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19. ¢ # 0 ve c € R olmak iizere asagida verilen matrislerin her birinin bir el-
ementer matris oldugunu gosteriniz. Bu elementer matrisleri elde etmek
i¢in kullanilan elementer operasyonlar: belirtiniz. Her birinin ¢arpmaya
gore tersini bulunuz.

()

20.

—204—61—5-
2 1-3801
-30 6 -91 -7
2 0-46 0 4

olsun. A matrisine satirca denk olan, satirca indirgenmis esolon ma-
trisini bulunuz.
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21. ) )
3 6 2-1 4
~1-21 7 -3
1 211 1
4 8 5 8 3

olsun. A matrisine satirca denk olan, satirca indirgenmis esolon ma-
trisini bulunuz.

2.2 Determinantlar

2.2.1 Determinant fonksiyonu ve 6zellikleri

Tanmim 2.2.1 Her A = [a;;],.. € R (ya da € C}) kare matrisine bir reel
(ya da kompleks) skaler karsilik getiren ve det A, |A| ya da

a1 Ay ... QAip
o1 Ao ... QA9pn
Ap1 Apo ... App

sembollerinden biri ile gosterilen determinant fonksiyonu asagidaki ozel-
likler: saglar:

1. A mn determinants ile AT nin determinanty aynadar.

2. Bir determinantta herhangi iki satir veya stitun yer degistirirse deter-
minantin isareti degisir.

3. Bir determinantta herhangi iki satir (veya situn) aym ise determinan-
tin degeri syfurdur.

4. Bir determinantta herhangi iki satire (veya siitunu) belli bir say ile
carpmak demek determinanty o say ile ¢carpmak demektir. Bunun bir
sonucu olarak

lc. Al = " |A]
dir.
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5. Bir determinantta herhangi iki satir (veya siitun) orantily ise determi-
nant degeri sifirdar.

6. Bir matriste bir satirin (veya situnun) elemanlarindan her biri iki ele-
mamn toplamina egitse matrisin determinant: ayna cinsten iki matrisin
determinantinin toplamana esgittir. Yani,

ail aig ... alz‘—i‘bh‘ .. Q1p ail a2 ... Q1; ... Qip
Q91 A9 ... azi—i—bzi o Qop o1 Q9o ... A9; ... Qop
Ani Apa o Qpi +bni oo Qun Ap1 Qp2 ... Qpi ... Qpn
aip arg ... bli . Qip
Q91 A9 ... bZi . Qop
+
Anp1 Ap2 ... bm oo Qpp

7. Bir matrisin herhangi bir satiriman (veya sitununun) belli bir katinin
diger bir satira (veya siituna) eklenmesiyle elde edilen matrisin deter-
minanty ilk matrisin determinantina esittir.

8. A, BeR"” (ya da € C) igin det (AB) = (det A) (det B) dir-

Uyar: 2.2.2 A € R? ortogonal bir matris ise det A = +1 dir (gdsteriniz).
Eger det A =1 ise A ya pozitif ortogonal ve det A = —1 ise A ya negatif
ortogonal matris denir.

Determinant hesaplamalar: i¢in baglica metotlar sunlardir:
1. 1 x 1 tipindeki A = [a;;] matrisinin determinanti det A = ay; dir.

2. 2 x 2 tipindeki A = [ajj],, , matrisinin determinant:

Q11 Q2
det A = = Q11022 — Q12021

a21 A22

dir.
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3. Sarrus Kurali: Sadece 3 x 3 tipindeki matrisin determinantinin hesa-
planmasinda kullanilan bir metottur:

veya

By By g
%1 %3 Bog o1 %y

~A . SN

e

seklinde diizenlenerek

det A = [a11a92033 + a12G93a31 + A21G32013] —
[a13a22a31 + Q12021033 + A23032011]

formiilii ile hesaplanir.

Ornek 2.2.3
1 0 3

detA=1|4 —-921
-3 0 2

determinantiny Sarrus kural ile hesaplayalim. Buna gore ilk iki satur deter-
manantin altina eklenirse

det A= (1.(—2) .2+4.0.3+ (—=3).0.1)—(3.(—2) . (=3) + 1.0.1 + 2.0.4) = —22

elde edilir. Determinantin ilk iki siitunu, determinantin sagina eklenerek de
hesaplanabilir.



40 BOLUM 2 LINEER DENKLEM SISTEMLERI

Pierre Frederic Sarrus (1798-1861). Fransiz matematikgi.

Resim-4: Pierre Frederic Sarrus (1798-1861)

Ornek 2.2.4
-4 1 1 1 1
1 -4 1 1 1
1 1 -4 1 1
1 1 1 -4 1
1 1 1 1 —4

determinantini hesaplayalim: Bu determinant: hesaplarken yukarida verilen
7 numaraly ozellik kullanalirsa, yani ilk siituna diger stitunlar eklenirse deter-
minantin degeri degigmeyeceginden

01 1 1 1
0—-41 1 1
01 -4 1 1]=0
01 1 —4 1
01 1 1 —4

elde edilir.
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2.2.2 Determinant acilimlari

Tamim 2.2.5 A = [a;], ., kare matrisi verilsin. M;; ile A man i. satur ve
J. stitunun silinmesiyle elde edilen (n — 1) x (n — 1) mertebeden bir matris
gosterilsin. M;; matrisinin determinantina A nan a;; elemanimn mindri
ve Ay = (—1)"7 det M;; degerine de a;; elemammn kofaktorii (isaretli
mindri ya da escarpant) denir.

Ornek 2.2.6

1 2 3
A=10 -10
-2 1 3

matrisinin kofaktorlerini hesaplayalim:

-10

Ay = (=1 det My, = = -3,
13
0 0
Ay = (=1)" 2 det My, = =0,
-2 3
0 —1
A13 = (—1)1+3 det M13 = = -2
-2 1

ve benzer sekilde Asy, Asgs, ..., Ass de hesaplanabilir.

Teorem 2.2.7 (Laplace Agilhmm) A = [a,;] ., (n > 2) kare matrisi ver-
ilsin. A main herhangi bir 1. satira gore Laplace determinant agilima

det A = aﬂAﬂ + aigAig 4+ ...+ amAm = Z aiinj
j=1
veya j. sttuna gore agulima
det A = alelj + anggj T anjAnj = Z aiinj

seklindedir.
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Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Fransiz matematikgi ve gok bilimci.

Resim-5: Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

Ornek 2.2.8
21 -1
A=101 2
31 -1

i¢in det A degerini hesaplayalvm: 2. satira gore Laplace agilima yapilirsa

det A = a21A21 + azzAzz + a23A23
== O.Azl + 1.A22 + 2A23

olur. Burada

2 —1

AQQ = (—1)2+2 det M22 = =1
3 —1
21

A23 = (—1)2+3 det M22 = — =1
31

olup det A = 3 bulunur.
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Uyar1 2.2.9 A = [a;;], ., kare matrisinin j. situn elemanlar: ile k. stitun
elemanlarina ait kofaktorlerinin ¢arpiminan toplaminin degeri syfirdur, yani

alelk + anggk + ...+ anjAnk =0
dar.

Ornek 2.2.10 Gergekten de yukaridaki ornekte 1. situnun elemanlary ile 2.
stitunun kofaktorleri carpilip toplanirsa

a11 A2 + a1 Ags + az1Asy =

0 2 2 —1 2 —1
—9 (_1)1+2 + 0 (_1)2+2 + 3 (_1)3+2

3 —1 3 —1 0 2
=1240-12=0

oldugu goriilir.

2.2.3 Bir matrisin adjointi (eki)

Tamim 2.2.11 A = [ay],,, kare matrisi verilsin. A nman her bir a; ele-
mamman yerine bu elemana karsihk gelen A;; kofaktéri yazlmasiyla elde
edilen matrisin transpozuna A matrisinin adjointi (eki) denir ve adjA ile
gosterilir. Agik bir sekilde

- T - -
All A12 Aln All A21 Anl
Aoy Aga ... Agy Ap A ... A,

ade _ .21 .22 | 2 _ 12 22 2
Anl An2 e Ann Aln A2n e Ann

dir.

Teorem 2.2.12 A = [a;j], . kare matrisi verilsin.

nx

1. A(adjA) = (adjA) A = (det A) I,.
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2. det A # 0 olmak tizere

1 .
Al = detAade

dir.

Uyar1 2.2.13 Bir A kare matrisin tersinin olmasi i¢in det A # 0 olmas
gerek ve yeterdir. Ayrica, regiilerlik tanvma hatirlanacak olursa bu tanam agagi-
daki sekilde yeniden ifade edilebilir: Eger det A # 0 ise A matrisine regtlerdir
denir.

Ornek 2.2.14
23
45

matrisinin regiiler oldugunu gosterip adjoint matris yardimayla tersini bu-
lalvm. Bunun i¢in det A = —2 oldugu kolayca goriliir. Ayrica ilgili kofaktor-
ler

A = (=15, Ay = (=1)'74, Ay = (=173, Ay = (—1)*72,

olup adjoint matris

T
) —4 5 —3
adjA = =
-3 2 —4 2
ve dolayiswyla
P -1 5 —3
2 14 2
elde edilir.
Ornek 2.2.15
10 -1
A=121 0

01 3
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matrisinin regiiler oldugunu gosterip adjoint matris yardimayla tersini bu-
lalvm. Bunun i¢in Laplace agilime yardvmayla (birinci satira gore)

10 20 21
det A = 1. —0 —1 =140

13 |03 01

A matrisi regiiler olur. A min adjoint matrisi i¢in

10
Ay = (=1)"det My, = =3
13
ve benzer sekilde
20 21 0 -1
A12 = - = _67 A13 = = 27 A21 = - = _17
03 01 1 3
1 -1 10 0 -1
0 3 01 1 0
1 -1 10
Azy = — =2, Azz3=— =
2 0 21
bulunur. Dolayiswyla
3 —6 2
adjA= -1 3 -1
1 -2 1
olup
3 —6 2
Alt==1-13 -1
1 -2 1

elde edilir.
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2.2.4 Bir matrisin determinant ranki

Tanim 2.2.16 Bir A = [ay)|, . matrisin determinant sifirdan farkl en
yliksek mertebeli kare altmatrisin mertebesi v olsun. Bu r € N dogal sayisina
A nin determinant rank: ya da kisaca ranke denir ve rankA ile gosterilir.

Uyar:1 2.2.17 1. n. mertebeden bir kare matrisin rank: en fazla n olabilir.

2. Bir regiiler kare matrisin rank: kendi mertebesine esittir.

3. Bir A= lay), ..., m #n, matrisi i¢in rankA < min {m,n} dir.

4. Sifirdan farkly her reel ya da kompleks skaler 1 x 1 tipinde bir kare
matris oldugundan ranky sifir olamaz ve dolayisiyla boyle bir matrisin
ranky en az 1 dir.

Ornek 2.2.18
-101
A=10 01/,
1 00

matrisi i¢in det A = 0 oldugundan rankA, 3 ten kiicik olmalidir. A nin
regiiler bir kare altmatrisi

—11
01

seklinde bulunabildiginden rankA = 2 dir.

Ornek 2.2.19
-1 20
B=1]1 11
3 -10

matrist i¢in det B = 5 oldugundan rankB = 3 olur.
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Ornek 2.2.20

123 4]
2011
2468
0000

matrisi i¢in det A = 0 oldugundan rankA < 4 olur. Ayrica 3. satir ilk satirla
orantily oldugundan rankA < 3 dir. Ancak A min

12
Ay =
2 0

seklinde regiiler bir kare altmatrisi bulunabileceginden rankA = 2 olur.

2.2.5 Boliim sonu alistirmalari

1.
34 =2
31 1 -2
) » (10 =7
20 7 4
26 5

determinantlarini, Laplace agilim metodunu kullanarak 6énce 1. siituna
sonra da 2. satira gore hesaplaymiz.

2. Asagidaki determinantlar1 hesaplayimiz:

()
34 -2
10 -2,
15 5
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203 0
023 1
501 -1
214 5

1 03 0
0 01 1
201 -1
2 04 5

6 01 0
002 1
291 —1|
012 5

det = (det A) (det C)

esitliginden yaralanarak

—_ N

matrisinin determinantini hesaplayiniz.
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4. a,b,c € R igin

a b c
a? b 2| =abc(a—0b)(b—c)(c—a)

ad b A

oldugunu gosteriniz.

5.
3 0 2
A=11-10
011

icin A~! matrisinin varhigim gosterip, daha sonra adjoint matris yardimiyla

1 -2 =2
Al'=11 -3 =2
-1 3 3
oldugunu gosteriniz.
6.

2 30

A=10 6 0

1 -11

icin A~! matrisinin varhigim gosterip, daha sonra adjoint matris yardimiyla

6 —3 0
1

A‘lzﬁ 0 2 0
—6 5 12

oldugunu gosteriniz.
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7. a,b,c,d € R (veya C) olmak iizere

l1+a a a a

b 1+b b b
A:

c c l1l+c ¢

d d d 1+d

esitligiyle verilen matrisin determinantini hesaplayiniz.

8. A € R3 ve det A = 2 olduguna gore det (AdjA) degerini bulunuz.

2.3 Lineer denklem sistemleri

Tanim 2.3.1 ay,as,...,a,,0 € R (n>1) ve 21,9, ...,x, bilinmeyenler ol-
mak tizere
a121 + asxy + ... + a,x, = b

ifadesine n bilinmeyenli lineer (dogrusal) bir denklem denir.

Ornek 2.3.2
ar=2>

1 bilinmeyenli lineer bir denklemdir ve a # 0 oldugunda bu denklemin
¢cozimi x = —S dar.

Ornek 2.3.3
r—3y+22=4

egitligi, 3 bilinmeyenli bir lineer denklemdir. Bu denklemin ¢éziimii
r=t y=kvez=4—1t+3k
dir, burada t, k parametrelerdir.

Tanim 2.3.4 21,29, ..., z, (n > 2) ler bilinmeyenler ve a;j, b; € R reel skaler-
ler olmak tizere

a111 + a19T9 + ... + ALy = bl

A91T1 + Q999 + ... + AopLy = bg

A1 T1 + Aol + oo + ATy = by
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seklinde bir sisteme n—bilinmeyenli m tane denklemden olusan lineer den-
klem sistemi denir. Bu lineer denklem sistem kisaca

n
Zaijxj :bz‘, 1 §2§m
j=1

seklinde de ifade edilir. Eger b; degerlerinin hepsi sifir ise sisteme homojen;
en az bir b; degeri sifirdan farkl ise sisteme homojen olmayan lineer
denklem sistemi adi verilir.

Tanim 2.3.5 Bir lineer denklem sistemini saglayan x4, xs, ..., x, saylare bu-
lunamuyorsa bu denklem sistemine tutarsiz denklem sistemi denir. Aksi
durumda, yani en az birer tane T, T, ..., T, sayilart bulunabiliyorsa bu den-
klem sistemine tutarls denklem sistemsi denir.

Gosterim 2.3.6 (2.4) ile verilen lineer denklem sistemi matrisler yardimayla
AX =B (2.5)

seklinde de ifade edilebilir, burada

aip Ai2 ... Qip I bl
21 A2 ... Q9pn ) bz
A= L X = . B=
A1l Q2 - A Ty b
L 4 mxn L dnxl L 4 mx1

dir. Ayrica A ya (2.4) lineer denklem sisteminin katsayilar matrisi denir.
(2.5) ifadesi agik bir sekilde

11 aiz2 ... Qin X b1

91 Q92 ... Q9p To bg

Ami Am2 .. Qmn Tn bm,
L dmxn L dnxl L d mx1

seklinde gosterilir.
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Tanim 2.3.7

a1; ai2 ... Qip - bl

. A9y A3y ... Qoy : b
| = |

Am1 Am2 ... Qmp bm
L 4 mx(n+1)

matrisine (2.4) lineer denklem sisteminin ilaveli katsayilar matrisi ad
verlir.

Ornek 2.3.8
2$1+3$2—4l’3+l’4 =5

—233‘1 + T3 = 7
333'1 +23§'2 —433'4 =3

lineer denklem sistemi verilsin. Bunu matris formunda ifade edip ilaveli kat-
sayrlar matrising bulalim:

X
2 341 5
T2
—-20 1 O = |7
z3
3 2 0 —4 3
R 3><4£ T4 3x1
o~ L d4x1 M
A —— B
X

oldugundan ilaveli katsaylar matrisi

2 341 :5
-201 0 :7

320 —4:3
3x5

dir.
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2.3.1 Katsayilar matrisinin tersi yardimiyla lineer den-
klem sisteminin ¢oziimii

AX = B lineer denklem sistemi verilsin. A regiiler ise, yani A~! mevcut ise
AN AX)=A"'B

olmak {izere

X=A"'B

¢OzUiimii mevcuttur.

Uyar1 2.3.9 Bu metot katsaylar matrisinin regiilerligi sayesinde uygulandigin-
dan, A matrisi karesel ve determinanty sifirdan farkh olmak zorundadur.

Ornek 2.3.10
rT—2y+32=4

2r4+y—2z=-1
T+y+z=3

lineer denklem sistemini ¢ozelim. Oncelikle AX = B seklinde matris for-
munda yazilacak olursa

1 -2 3 x 4
11 1 z 3

olur. A matrisinin regilerligini kontrol edebilmek icin A min determinanting
hesaplayalim. Bunun i¢in birinci satira Laplace ag¢ilimi uygulanirsa:

1 -1 2 —1 21
det A = +2 +3 =11+#0
11 11 11

bulunur. Ayrica A mn tersi i¢in
2 5 -1
adjA= -3 -2 7
1 -3 5
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oldugundan
2 5 -1
4 adjA 1
TdetA 1|3
1 -3 5
bulunur. Buna gére
2 5 —1 4 0
1
X=A"B=—|-3 - 1| =
11 3 -2 7 1 1
1 -3 5 3 2

elde edilir, yani x =0, y =1, z = 2 dir.

Ornek 2.3.11
T4+ 2y+3z2=2

20+ 3y +4z = -2
T+dy+Tz=4

lineer denklem sistemini ¢ozelim. Bir onceki ornekte oldugu gibi AX = B ve

123 T 2
A=1234|, X=|y|, B=]-2
157 z 4

dir. det A = 2 # 0 oldugundan A~ mevcuttur ve

1 1 -1
adjA = [—-10 4 2
7 -3 -1
olur. Béylece
P 1 1 -1
a
TRtz | 0t

7T =3 -1
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olup
1 1 -1 2 -2
X—A‘lB—% -10 4 2| [=2| =|-10
7 -3 -1 4 8

elde edilir, yani x = —2, y = —10, 2z = 8 dir.

2.3.2 Gauss ve Gauss-Jordan yoketme metotlar:

Bir AX = B lineer denklem sistemi ve bu lineer denklem sisteminin ilaveli

katsayilar matrisi | A:B| verilsin. Bahsi edilen metot agagidaki adimlar takip

edilerek uygulanabilir:

1. [AEB] matrisine elemanter satir operasyonlari uygulamak suretiyle

elde edilen matris [CED} olsun.
2. lAEB ve |C:D| matrisleri denk oldugundan bunlara karsiik gelen
AX = B ve CX = D lineer denklem sistemleri de birbirine denk olur.

3. Bu lineer denklem sistemleri ayni ¢oziime sahiptir.

Tanim 2.3.12 [AEB} matrisinden [C ED] matrisini satirca egolon formunda

veren metoda Gauss yoketme; |C:D| matrisini satirca indirgenmis esolon

formunda veren metoda ise Gauss-Jordan yoketme metodu denir.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Alman matematik¢i. Gelmis ge¢mis

en biiyiik matematikgilerden birisi!
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P

Resim-6: Johann Carl Friedrich Gauss (1777-
1855)

Wilhelm Jordan (1842-1899). Alman miihendis.

Resim-7: Wilhelm Jordan (1842-1899)

Ornek 2.3.13
r+2y—2z=-—6
3r—y+2z=11
20+ by — 4z = —20
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lineer denklem sistemini Gauss-Jordan yoketme metodu ile inceleyelim. Bunun
1¢in

1 2 —-1: —6 1 2 —1: -6
. e1:a— a3 —301 .
[AIB} =13 -1 2 : 11 ~ 0 -7 5 :29

e9:a3—a3—2a

2 5 —4:-20 01 —2: -8
10 3 : 10 10 3 : 10
ez —az+T703 . 55:0‘2*%1“2 .
= 00 -9 : =27 ~ 01 -2:-8
g4:01 a1 —2a3 £6:3Q2
01 -2: -8 00 1 : 3
100: 1

e7:ap—ao+2a3
~

~ 010 : -2

eg:a1 a1 —3a3
001: 3

elde edilir ki verilen lineer denklem sisteme denk olan lineer denklem sistems

r=1
y=—2
z=3

seklindedir. Bu ise sistemin ¢ozimaiini temsil eder.

Ornek 2.3.14
201 + 29+ 613 + 224 =1
1+ 323 =0
Tr1 + 29+ 2lxs+ 224 =1
221 + 329 + 623 + 624 = 3
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lineer denklem sistemini Gauss-Jordan yoketme metodu ile inceleyelim. Bunun
1¢In

(216 2:1] (103 00
[AEB}— 103 050 cuaa [21 6201
71212:1 712121
236 63 236 63
(10300 (10300
cvaraz2ar [0010 25 1| cpiagoagay (010251
cvas—aaTar [ ] (27 N 0000:0
0306°:3 0306:3

(10300

coia—aq—30; 0102:1

- 0000:0

0

0000 :

oldugundan verilen denklem sistemu,

$1+0$2+3$3+0$4:0
033‘1—1-33'2—1-033'3—1-2374:1

denklem sistemine denktir. x5 = k, x4 = t denirse xr1 ve xy bilinmeyenler:
r1 = —3k ve o =1 — 2t olur ki ¢oziimler

$1:—3l€, $2:1—2t, 33'3:]6, Ty =1
seklinde elde edilir.

Uyar1 2.3.15 Yukarida ifade edilen metot i¢in eger,

1. rankA # rank [A?B} ise sistemin ¢oziumi yoktur.
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2. rankA = rank [AEB] 1se sistemin ¢ozimii vardir. Bu durumda rankA =
T 1¢In
(a) r =n ise tek ¢ozim,

(b) r < n ise sonsuz ¢oziim vardir. Bu ¢éziimler n — r parametreye
bagly olarak bulunur.

Yukaridaki orneklere bakildiginda ilk 6rnegin katsayilar matrisinin ranki
r = 3 olup n = r oldugundan tek coziim; ikinci ornekte ise r = 2 < n
oldugundan sonsuz ¢oziim vardir ve bu c¢oziimler n — r = 2 parametreye
baghdir.

Ornek 2.3.16
20 +05y—z=1

r+3y+32=0
dr + 11y 4+ 52 =1

lineer denklem sistemini Gauss yoketme metodu ile inceleyelim. Bunun i¢in

25 —1:1 13 3 :0

[AEB} =113 30 "R |25 —1:1

411 5 1 411 5 1
13 3 :0 133:0

g9:ap—a0—2001 . £4:Q3—Q3—Q2 .
~ 0 —-1-7:1 ~ 017: -1

ez:az—asz—4aq E£5:a9——Q2

0 -1 -7:1 000: 0

olup verilen lineer denklem sistemine denk olan sistem

r+3y+32=0
Oz+y+72=-1
0z 4+0y+0z2=0
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seklindedir. Son sistemde ilk iki denklemin ¢ézimlerinin son denklemi sagladign
agiktir. Ayrica z =t denirse istenilen ¢ozimler

r=34+18t, y=—-1-T7t, z=1
seklinde olur.

Ornek 2.3.17
T+Yy—2=295

20+ 3y + 2z = =2
dr+4y+ 2z =2

lineer denklem sistemini Gauss yoketme motodu ile inceleyelim. Bunun i¢in

11-1:5 11-1: 5
. tag—an—2a
[A:B]—232§_2 TR 01 41 —12
e9:a3—ai3—300,
34 1 : 2 01 4 : —13
10 —-5: 17

€311 — 01— Q2
~

~ 01 4 : —12
€4:003— 03— Q2
00 0 : —1

olur. O halde verilen lineer denklem sistemine denk olan lineer denklem sis-
tem

r—5z=17
r+4z = —12
Oz +0y + 0z = —1

seklindedir. Ox + Oy + 0z # —1 oldugundan bu lineer denklem sistemi tu-
tarsizdir ve ¢oziimii yoktur.

2.3.3 Homojen lineer denklem sistemi

Tanim 2.3.18 A, m X n tipinde bir matris olmak tizere AX = 0 seklinde
verilen bir homojen denklem sistemi daima X = 0 i¢in saglanir. X = 0
coziimiine sistemin agtkar ¢ozimi ve X # 0 c¢ozimlerine de sistemin
agtkar olmayan ¢éziimd denir.
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Ornek 2.3.19
T1+ o+ T3+ 24 =0

33'1—|-33'4:0
$1+2$2+3§'3:O

homojen lineer denklem sistemi verilsin. Bu lineer denklem sistemini Gauss-
Jordan metodu ile irdeleyelim. Buna gore

1111:0 1 001:0
[AEO}_ 1001:0 A" Jo-101:0
E2:0x2— 2 —Q3

1210:0 1 2 10:0

1001 :0 100 1 :0

ez3:ag——1lag . e5:a3—a3—2a0 .

~ 010-1:0 ~ 010 -1:0
€4:03—Q3—Q1

021-1:0 001 1 :0

olmak tizere verilen sisteme denk olan sistem
12y + 029 + 023+ 124 =0
leg+ (=124 =0
les+ 1z, =0
olur ki ¢oziimler x1 =1r, xo = —r, x3 =71, x4 = —7 Seklinde elde edilir.

Teorem 2.3.20 A, m x n tipinde bir matris ve m < n olsun. Bu taktirde
AX = 0 homojen sisteminin agikar olmayan bir ¢éziimi vardar.

Ornek 2.3.21 Yukaridaki rnekte sistemin katsaylar matrisi
1111

1001
1210

seklinde olup satir sayisy siitun sayisindan kiigiik oldugundan asikar olmayan
bir ¢oziime sahiptar.
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Uyar1 2.3.22 Daima rankA = rank [AEO} = r oldugundan homojen lineer

denklem sisteminin ¢ézimi vardir. Eger r = n ise sistemin tek ¢ézimi (sifur
¢oziimi) ve r < n ise sistemin n—r parametreye bagl sonsuz ¢ozimi vardur.

Gergekten de yukaridaki ornekte katsayilar matrisi

1111
1001
1210

olup, rank: 3 oldugundan n —r = 4 — 3 = 1 parametereye bagh bir ¢oziim
vardir.

Teorem 2.3.23 A, n x n tipinde bir matris ve AX = 0 homojen lineer
denklem sisteminin sadece X = 0 asikar ¢éziimii varsa A matrisi I, birim
matrisine satirca denktir.

Bu teorem agagidaki ¢rnek yardimiyla daha da netlegebilir:

Ornek 2.3.24 Sadece asikar ¢oziime sahip olan

r+y+2z=0
r+2=0
20 +2y+32=0

homojen lineer denklem sisteminin katsayilar matrisinin I3 birim matrisine
satirca denk oldugunu gosterelim.

111: 100:0
lAio] 101 : i“ff;” 010:0
121:0

: 0 100:0

g4:az—az—2a2 .

0 ~ 010:0

: 0 001:0

e3:azraz—al

oldugu goriiliir.
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Sonug 2.3.25 Eger A, m x n tipinde bir matris ve AX = 0 sistemi sadece
astkar ¢oziime sahip ise m > n dir.

2.3.4 Cramer denklem sistemleri

Tanim 2.3.26 A, m X n tipinde bir matris olmak tizere AX = B lineer
denklem sistemi verilsin. Eger m = n ve det A # 0 ise AX = B lineer
denklem sistemine Cramer denklem sistems adi verilir.

Ornek 2.3.27

1000

1 1 -1 -1
1 3 01
0220 2 4 0 1
A = , Ay = ,As=11 3 75
1100 7 5 6 1
—4 —420
0011 -3 -3 3 3

matrisleri icin A1 X = B sistemi Cramer denklem sistemi tken, Ay X = B ve
A3 X = B Cramer olmayan denklem sistemleridir.

Teorem 2.3.28 (Cramer Yontemi) AX = B veya daha a¢ik sekilde

aip a2 ... QAinp X1 bl
Q21 Q22 ... QAap H) by
Anl Apa - Gpn | |25 b,

denklem sistemi verilsin. det A # 0 ise AX = B lineer denklem sisteminin
bir tek X = (x1, 9, ...,x,) ¢oziimi vardir ve bu ¢ozim

bl 19 ... QA1p a1 bl e Qrp a1 aygp ... bl

bg oo ... QA9p 91 bg . Qop Qo1 A9 ... bg

Al: . . . i 7A2: . . . ,An:

by Gpo ... G Gt by oo G Gp1 Gpa ... by
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olmak tizere
Al AQ An

- detA’x2 - detA’m’xn T det A

Z1

dir.

Gabriel Cramer (1704-1752). Isvigreli matematikgi.

Resim-8: Gabriel Cramer (1704-1752)

Ornek 2.3.29
20 +y =95
—r+3y=1

lineer denklem sisteminin ¢ézimiint bulalim. Sistemin katsaylar matrisi

2 1
A= L detA=T#0
~13

oldugundan Cramer yontemi ile denklem sisteminin tek bir ¢ozimii vardur:

51 2 5
13 —11
T det A ’ det A

elde edilir.
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Ornek 2.3.30
—2r4+3y—z2=1
r+2y—z=4
—2r—-y+z=-3

lineer denklem sisteminin ¢ozimiini bulalim. Sistemin katsayilar matrisi

-2 3 -1
A=11 2 -1

-2 -1 1

olmak tizere det A = —2 # 0 oldugundan Cramer yontemi ile denklem sis-
temanin tek bir ¢ozimai vardr:

1 3 -1 -2 1 -1 -2 3 1

4 2 -1 1 4 -1 1 2 4

-3 -1 1 -2 -3 1 -2 -1 -3

* det A Y det A ) 7 det A

bulunur.
Ornek 2.3.31

r—3y+4z=—-4
20 +y="7
r—y+z=7

lineer denklem sisteminin ¢ozimiini bulalim. Sistemin katsayilar matrisi
1 -34

A=12 1 0
3-11
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olmak tizere det A = —13 # 0 oldugundan Cramer yontemi ile denklem sis-
teminin tek bir ¢ozimi vardur:

—4 -3 4 1 44 1 -3 -4
7 1 0 2 70 21 7
7T —11 3 7 1 3 -1 7
TS gAY T qeA T T dma !

bulunur.

2.3.5 Boliim sonu alistirmalari
1. Asagidaki denklemlerin ¢oziimlerini belirtiniz:
(a) 3z +4y =2,
(b) 2z 4y +4z =38,
(¢) —2x1 + 32y + 3 — 224 = 0.

2. Asagidaki denklem sistemlerini Gauss yoketme yontemiyle ¢oziiniiz:

(a)
3r+4y =2
2v —y=5 ’
(b)
or + 15y =2
Tr+2ly =1
(c)
—4x + 12y = -8
6 — 18y =12

20+ 5y —4z =0
—r—=3y+z2=6 ’
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(e)

20+ 3y — bz =2
—dr —6y+ 10z = -4
3. Asagidaki denklem sistemlerini Gauss yoketme yontemiyle ¢oziiniiz:
(a)
rT—=2y+z=3
r+y+2z=14

2x 4+ 3y — bz = —8
r—4y+32=7,
r+y+z2=0

20 —y+32=0
r+4y+z2=0 .

—r+2y+42=0

4. Asagidaki denklem sistemlerini Gauss-Jordan yoketme yontemiyle ¢oziiniiz:
(a)
204+ 3y + 52 =17
—2x —by—11z2=9 ,

rTH+2y+42=—-4

T—=2yt+z2=-7
—r+y—3z2=4,
20 —y+8z= -5
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3$1+$2+21‘3:—1
.1'1+2.’L'3+33'4:4
—3$1+$2+$3+2.’E4:8

4$2—$3+3§'4:1

—x1 + 220 + 23+ dry = —1

T1+ Ty + 203+ T4 =4
3x1+ 23+ T4 =25 .

201+ x0+ Ty =1

T, — 3Ty + 23 — 14 = —6
201+ 29 — 23+ D54 =9
T1+To+ a3+ 74 =2
3x1+ 219+ 13 — 14 = —3

denklem sistemini ¢oziiniiz.

-+ 3y =2
20 — 6y =c

lineer denklem sistemi veriliyor.

(a) ¢ sayisinin hangi degerleri igin verilen denklem sistemi tutarsiz
olur?

(b) ¢ sayisinin hangi degerleri i¢in verilen denklem sisteminin sonsuz
sayida ¢oziimii vardir?

(c) c sayisimin hangi degerleri igin verilen denklem sisteminin bir tek
¢oziimii vardir?
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7. a,b € R olmak tizere
20 +ay =1
dr+by =0

lineer denklem sistemi veriliyor. Bu lineer denklem sisteminin ¢oziimiinii
a ve b sayilarinin durumuna gore irdeleyiniz.

r+cy=1
r+y+dz=c+d,
20 +2cy+2=3
lineer denklem sistemi veriliyor.
(a) ¢ ve d sayilarmin hangi degerleri igin verilen denklem sisteminin
bir tek ¢oziimii vardir?

(b) ¢ ve d sayilarmin hangi degerleri igin verilen denklem sisteminin
sonsuz sayida ¢oziimii vardir?

(c) ¢ ve d sayillarmin hangi degerleri i¢in verilen denklem sistemi tu-
tarsiz olur?






Bolim 3

Vektor Uzaylar:

3.1 Diizlemde vektorler

R ile reel sayilar kiimesi gosterilsin. Bu kiime bir dogru ile birebir eslenebilir.
Diizlemin bir O noktasinda, Sekil-1 deki gibi, dik olarak kesigen iki dogru
reel sayilarla eglenmis olsun.

I
Pl . s
i
: o
0 P, g

Sekil-1: Koordinat eksenleri

Dik koordinat eksenleri denilen bu dogrular1 x ve y ile gosterelim ve R
nin kendisiyle kartezyen carpimindan meydana gelen

R?=RxR={(z,y): 7,y € R}

kiimesini ele alalim. Buna gore, diizlemde secilen dik koordinat eksenlerinden yarar-

lanarak diizlem ve R? arasinda birebir bir egleme kurulabilir:

71
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Diizlemde bir P noktasi verildiginde; P den gecen ve y dogrusuna paralel
olan dogrunun x eksenini kestigi nokta P, ile ve benzer sekilde P den gecen ve
x dogrusuna paralel olan dogrunun y eksenini kestigi nokta P, ile gosterilsin.
Boylece diizlemin her noktasina bir (P,, P,) ikilisi karsilik getirilmig olur.

R? kiimesine diizlemin yam sira 2-boyutlu uzay adi da verilmektedir. Bu-

rada ismi gegen boyut kavrami daha sonra izah edilecektir.

Fizikte, vektorlerden hem biiyiiklilk hem de yone sahip olan nicelikler
olarak bahsedilir. Ancak Matematikte, bu kavramlar sayilar ve indisler yardimiyla
ifade edilir. Daha agik bir ifadeyle R? de bir o = (ay, az) ikilisine vektdr adi
verilir.

YA
a
11/ P(2,1)
| &
0 2 -

Sekil-2: Diizlemde vektorler

Burada a vektoriine P noktasinin konum vektori de denilmektedir.

Tanim 3.1.1 R? diizleminde vektorler arasinda toplama ve skalerle carp-
ma denilen iglemler asagidaki gibi ifade edilir:

b EB:R2 XRz_}Rza a = (a17a2)7 B: (61762)7

Oé@ﬁ:(al—i‘bl,az—i—bg).

e ©:RxR? —R% a=(a,a), c € R, ca=(ca,ca).

Bundan sonra vektorler icin toplama skalerle carpma iglemleri basitce +
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ve . ile gosterilecektir

¥ YN
—a
o e 1
1 fomm el i 1
1 : > X
0 * ’ 4 p--4-- l
a+f
B «

Sekil-3: Vektorlerde toplama Sekil-4: Skalerle carpma

Tanim 3.1.2 Dizlemde a = (a1, az), f = (b1, be) vektorlerinin egitligi
a:ﬁ<:>a1:bl ve ay = by
seklindedir.

Tamim 3.1.3 R? diizleminde bir o = (ay, az) vektoriniin uvzunlugu

lall = \/a? + a3

ile; o = (aq,aq) ve B = (by, by) vektorleri arasindaki uzunluk ise

d(0, ) = fla = B = /(@ = b.)? + (az — by’
pozitif reel sayilar: ile ifade edilir.

Boylece R? diizleminde vektorler icin tamimlanan toplama ve skalerle
carpma islemleri asagidaki ozellikleri saglarlar:

V1 Degisme 6zelligi: o+ 3 = 8 + «;
V2 Birlesme ézelligi: o+ (B +v) = (a+ B) + 7;
V3 Birim eleman: a+0=0+a = «a, 0 € R?;

V4 Ters eleman: a + (—a) = (—a) + a = 0;
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V5 Dagilma ozelligi: c. (o + ) = c.a+c.f3, c € R;
V6 Dagilma ozelligi: (¢ +d) .a = c.a+d.a, ¢,d € R;
V7 Birlesme dzelligi: c.(d.o) = cd.a;

V8 Birim eleman: 1.a = .

Diizlemde vektorler kavrami sonraki boliimlerde vektor uzaylarina genel-

lestirilecektir.

3.1.1 Boliim sonu alistirmalar:

1. a = (2,0), B = (=3,4) ve v = (3,—2) vektorler i¢cin o« — 5 — v vek-
toriiniin bilegenlerini hesaplayiniz.

2. a=(2"3), 8= (4,27") ve a = f ise ™ oram kagtir?
3. a=(2,5), 8 =(-3,—4) ve v = (=5, —2) vektorler i¢in eger
vy=ca+d.p, c,deR,
ise ¢ + d toplami kagtir?
4. a = (3,4) ve B = (=1, m) vektorleri icin eger
ca+d.p=0, c,deR,
ise m kactir?

5. a=(4,2) ve f = (1, —2) vektorleri igin d («, ) uzunlugunu hesaplayimiz.

3.2 Reel vektor uzaylari
Tamim 3.2.1 V # 0 bostan farkl bir kiime olsun. Eger V tizerinde
+: VXV —V, :RxV-—5YV

toplama ve skalerle ¢carpma iglemleri yukaridaki V1-V8 ozelliklerini saglarsa,
V kiimesine bir reel vektor uzayr ve V nin her bir elemamina da vektor
ady verilir.
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Ornek 3.2.2 R reel saylar kiimesi tizerinde bilinen toplama + ve ¢arpma .
iglemleri ile birlikte (R, +,.) tglist bir reel vektor uzaydir. Gergekten de bu
1slemlerin V1-V8 ézelliklerini sagladige aciktor.

Ornek 3.2.3 R" = Rx .. xR = {(a1,...,2,) : &1, ..., 2, € R} kiimesi tiz-
—_——

n— tane
erinde asagidaki gibi tamamlanan toplama + ve carpma . islemleri ile birlikte

(R,+,.) dglisii bir reel vektor uzayidir. Bu vektor uzayna standart reel
vektor uzayr denir. o = (ay,...,a,), = (61, ..., 8,) € R, c € R i¢in

Q +B = (a’l + Az, ..., Qp +Bn)7 C.ox = (COél, ...,COén) .

Ornek 3.2.4 P, = {derecesi < n olan polinomlar} kiimesi iizerinde asajida
gibi tanamlanan polinomlarin toplama + ve skalerle ¢arpima . islemler: birlikte
(P, +,.) tglist bir reel vektor uzaypdir: P, de p (z) = ag + a1z + ... + a,x”,
q(x) =by+ bz + ... + ba™ ve c € R igin

p(x)+q(x) =ao+by+ (ay + b))z + ...+ (ay + b,) 2™,

cp(x) = cag + carx + ... + capx”.

Ornek 3.2.5 S = { flf:R» streks R} reel degerli siirekli fonksiyonlarin

kiimesi tizerinde asaqidaky gibi verilen fonksiyonlarin toplami + ve skalerle
carpvmu . iglemleri ile birlikte (S, +,.) tclist bir vektor uzayidar:

(f + g) (3717 737?1) =f (3717 73771) +g (3717 ---733'71)7
(c.f) (x1, . xn) = cf (T1, .0y T0)

Ornek 3.2.6 R, m x n— tipindeki matrislerin kiimes: tzerinde asagidak:
gibi verilen matrislerin toplami + ve skalerle ¢arpima . islemlert ile birlikte

(R, +,.) diglist bir reel vektor uzayidir: A = (a;;) , B = (bij) € R, c € R,
A + B = (aij + bU) s c.A= (caij) .

Ornek 3.2.7 Z tam sayilar kiimesi bir reel vektor uzay degildir. Ciinki her
a €7 ve2eR igin V2.a ¢ 7. oldugundan skalerle ¢arpim islemi taniml
degildir.



76 BOLUM 3 VEKTOR UZAYLAR:
Uyar1 3.2.8 R" uzayinda vektorler a = (ay, ..., a,) gosteriminin yani sira

ai

seklinde bir siitun matrisi olarak da ifade edilir.
Tanim 3.2.9 V vektor uzayr ve tizerinde asagidaki islem tanimlansin:
®©:VxV—YVY, adp.
Eger her a, 8,7 € V ve ¢,d € R i¢in
1. (ca+df)Oy=ca®y+dBOy

2. a0 (c.f+dy)=ca®@f+dady
ozellikleri saglanirsa V vektor uzayina bir cebir ady verilir.

Ornek 3.2.10 n x n tipinde karesel matrislerin kiimesi matris toplama ve
skalerle ¢arpyma islemlerinin yant sira matris ¢arpima ile birlikte bir ce-

birdir. Gergekten de matris carpima islemi yukaridaki 1 ve 2 nolu ozellikleri
saglar. (Bakiniwz Teorem 2.1.27, (2) ve (3).)

3.2.1 Altuzaylar

Tanim 3.2.11 V bir vektor uzayr ve W C 'V olsun. Eger W, V de tanimlanan
iglemlere gore (V1)-(V8) ozelliklerini saglarsa W ya V nin bir alt vektor
uzayr ya da kisaca altuzayr denir.

Ornek 3.2.12 Her vektor uzaywmn en az ki altuzay varder; kendisi ve {0}
(Toplama igleminin birimi). Bu uzaylara agtkar altuzaylar denir.

Ornek 3.2.13 P ile biitiin polinomlarin kiimesi gésterilsin. Buna gére
Py = {derecesi < 2 olan polinomlar}

kiimesi P nin bir altuzay: olur.
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Ornek 3.2.14 n > 1 olmak dizere R"™! uzay R nin bir altuzaydor.

Teorem 3.2.15 V bir vektor uzay ve W # 0, W C 'V olsun. W nan 'V nin
bir altuzayr olmasi icin asagidaki sartlarin saglanmast gerek ve yeterdir:

1. ,0eEW=—a+p8eW
2.ceR,aeW = caecW.
Ornek 3.2.16 Asajida verilen kiimenin R? din bir altuzay oldugunu gostere-
lim:
W = {(al, as, a1 + az) ta1,09 € R} .

a = (ay,as,a1 + as), = (b1, be, by + by) olmak tizere
a+ = (a1 + by, as + by, (a1 + by) + (az + by))
olup a + 5 € W dir. Ayrica her ¢ € R i¢in
c.a = (cay, cas, cay + cay)
c.a € W olur ki bu W man R3 nan bir altuzayr oldugunu gdsterir.

Ornek 3.2.17 A, m x n tipinde bir matris olsun. AX =0 homojen sistem-
wnan biittin ¢ozimlerinin bir altuzay oldugunu gésterelim: Biitiin ¢oziimler

X

seklinde olup R™ de bir vektor ile temsil edilirler. O halde bu ¢éziimlerin
kiimesi R™ nan bir altkiimesidir. Eger X, ve X5 ki ¢éziimse

olup X1 + Xy de bir ¢ézim olur. Ayrica
A(eXy) =c(AX;)=¢c0=0

oldugundan ¢oziimler kiimesi R™ nain bir altuzayidir. Bu uzaya homojen sis-
temin ¢ozim uzayr denir.
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Ornek 3.2.18 AX = B, B # 0, sisteminin ¢oziimlerinin R nin bir altuzaiy
olmadigina bir alistirma olarak gosteriniz.

Ornek 3.2.19 R® uzayinda x1 = 0 diizleminin bir altuzay oldujunu géstere-
lim:

X3

x, = 0 diizlemi

—
/ X

Sekil-5: x1 = 0 altuzay.

X

x1 = 0 dizlemi {(0,y,z2) :y,z € R} seklinde ifade edilebilir. Bu dizlemde
bulunan her «, 8 vektorleri i¢cin

a = (anlazl)aﬁ = (07y2722) :>04+B = (anl +21,y2+22)

ve ayrica ¢ € R i¢in
c.a = (0, cyy, cz1)

oldugundan x, = 0 diizlemi R® nan bir altuzayidar.

Ornek 3.2.20 V bir reel vektor uzay olsun. V icinde sabit on, ay vektorleri
1¢In
S = {01041 + g 1 1,00 € R}
kiimesinin V. nin bir altuzay oldugunu gosterelim. Her B, = ciaq + coca ve
By = diay + dacva igin
B+ Py=(c1+di)ar+ (ca+ds) s €S

ve d.5; = (dey) ag + (deg) ag € S olup S kiimesi V nin altuzay: olur.
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Bu kavram agagidaki gibi genellestirilebilir:
Tamim 3.2.21 V bir reel vektor uzay ve S = {ay, ..., a,} CV ise
Span (S) = {c1.0q + ... + gt 1, ..y € RY

kiimesi V nin bir altuzaydur (gosteriniz). Bu uzaya S min irettigi (gerdigi)
uzay ady veriir.

3.2.2 Lineer bagimlilik-bagimsizlik

Tamim 3.2.22 V bir vektor uzayr ve S = {a1,...,ax} C V olsun. Eger bir
a € V vektori cq, ..., c,, € R i¢in

a=cC1.Q1 + ... + Cp.Q

seklinde yazlabiliyorsa, o ya S deki vektorlerin bir lineer kombinasyonu
(dogrusal birlegimi) denir.

Ornek 3.2.23 R? de o = (2,1,5) wektori a; = (1,2,1), ay = (1,0,2) we
az = (1,1,0) vektorlerinin bir lineer kombinasyonudur. Gergekten

a = Cciaq + g + Cc3Q3, C1,C9,C3 c R,

denirse
C1+ Cy+C3 :2, 201+03 = 1, Cl+202:5

sistema ¢ozildiikten sonra c; = 1, co = 2, c3 = —1 bulunur ki bu
a= o1+ 209 — a3
olmasi demektir.

Ornek 3.2.24 R® de oq = (2,1,2), as = (1,0,1), az = (2,1,0) ve ay =
(1,0, —1) verilsin. o« = (0, —2,4) vektorinin Span {ay, as, as, ay} kiimesinde
olup olmadigins inceleyelim: eger

a = 11 + g + c3a3 + cquy, €1, ..., 4 € R,
yazlirsa, asagqdaki sistem elde edilir:
201+CQ+203+C4:0, Cc1 + C3 :—2, 201+CQ—C4:4.

Buradan c¢; = c4, co = 4 — ¢4, c3 = —2 — ¢4, olup sonsuz miktarda cq, ..., c4
bulunur ki o € Span {ay, g, az, as} olmasr demektir.
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Tanim 3.2.25 V bir reel vektor uzayr ve S = {ay, ...,ar} CV olsun. Eger V
deki her bir vektor S nin elemanlarimn bir lineer kombinasyonu ise S kiimesi
V yi tiretir (gerer) ya da'V uzayr S tarafindan diretilir (gerilir) denir.

Ornek 3.2.26 R® wzaynda oy = (1,2,1), oy = (1,0,2), a3 = (1,1,0)
verilsin. S = {ay, ag, az} kiimesinin R® uzayim direttiging gosterelim: o =
(x,y, 2) ve . = craq + e + c3aug olsun. Her x,y, z i¢in ¢y, ¢, c3 sabitlerinin
bulunabilecegini gosterecegiz. Bunun i¢cin

 2x+2y+z

rT—y+z dor —y — 2z
3 s = — 01:7

“ 3 3

C1
bulunur ki Span {S} = R? olmas: demektir.

Ornek 3.2.27 P, wzayinda a; = t24-2t+1 ve o = t2+2 ise Span {a1,as} =
Py oldugunu gésterelim, yani o = cia + caae olacak sekilde cq,co sabitlering
bulmaluyrz. Bunun i¢in

at® +bt+c=ci (£ + 2+ 1) + ¢ (£ +2)

egitliginden
ci+c=a, 2c1 =b, ¢c1 +2co =c

sistemi bulunur. Ilaveli katsayilar matrisi yazip indirgenmis forma getirilirse

10: 2a-—c
01: c—a
00:b—4a+2c

olur. Eger b — 4a + 2¢ # 0 ise ¢oziim yoktur. Bu esitsizligi saglayan a,b, ¢
sayilary bulunabileceginden {ay, as} kiimesi V' yi geremez.

Tanim 3.2.28 V bir vektor uzay ve S = {ay, ...,ar} CV olsun. Eger
cor + ...+ ca, =0

tken ¢y = ... = ¢, = 0 oluyorsa S kiimesine lineer bagimsiz; aksi halde,yani
yukaridaki esitlik saglanirken cq, ..., c, lerden en az birt sifirdan farkh ise S
kiimesine lineer bagiml ady verilir.
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Ornek 3.2.29 R* uzayindaa; = (1,0,1,2), as = (0,1,1,2), as = (1,1,1,3)
verilsin. S = {ay, o, a3} kiimesinin lineer bagimsiz oldugunu gosterelim.
Buna gore

c1o + caap + czag = 0

olmak tizere
Cl+03:O, Cy + C3 :0, Cl+02+0320, 201+202+303:0
sistemin ¢oziimiinden ¢; = co = c3 = 0 elde edilir ki S lineer bagimsiz olur.

Ornek 3.2.30 R® de oy = (1,2,-1), ay = (1,-2,1), a3 = (=3,2,1) we
ay = (2,0,0) verilsin. S = {ay, ao, g, i} kiimesi lineer bagimbidur. Gergek-
ten,

c1o + caap + czas + caaq = 0

tken
Cl+02—303+204:0

201—202+203:0
—Cl+02—03:0

denklem sisteminin asikar olmayan bir ¢ézimi vardvr. Ornegin ¢y =1, ¢y =
2, c3 = 1 ve ¢y = 0 bir ¢éziim olup S nin lineer bagimh olmasi i¢in yeterlidir.

Uyar1 3.2.31 R" de verilen oy, ..., ay, vektorlerin lineer bagimls olup olmadign
determinant fonksiyonu yardimayla kolayca incelenebilir. Eger

det (ag, ..., ) =0
1se bunlar lineer bagiml, aksi durumda ise lineer bagimsizdar.

Uyar: 3.2.32 Bir reel vektor uzayinda S = {0} kimesi lineer bagymldur.
Clinkii sufirdan farkly her ¢ skaleri i¢in ¢.0 = 0 dir.

Teorem 3.2.33 S; ve Sy bir reel vektor uzayimin sonlu altkiimeleri ve S; C
Sy olsun. O zaman asagidaki énermeler dogrudur:

1. S; lineer bagimli ise Sy de lineer bagimlidar.

2. Sy lineer bagimsiz ise Sy de lineer bagimsizdar.
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Uyar: 3.2.34 Yukaridaki uyar, ve teorem bize 0 (sifir) 1 iceren her kiimenin
lineer bagimli oldugunu ifade eder.

Uyar 3.2.35 R? de lineer bagimhihk asagidaki gibi yorumlanabilir: {aq, cp}
R? de lineer bagumh ise cioq + cacg = 0 dir ve c1, ¢y den en az biri sifirdan
farklidir. Genelligi bozmadan c; # 0 kabul edilirse

C2
] = —— Qo
C1

olur. Bu birinin digerinin bir katr olmast anlamina gelir. Yani

{a1,as} lineer bagimlidir < Biri digerinin bir katidwr <

& Merkezden gecen ayni dogru uzerindedir.

a

Sekil-6: Lineer bagimli ve lineer bagimsiz vektorler

Uyar1 3.2.36 Benzer bir sonu¢ R? i¢in de gecerlidir: R? uzayinda

{a1,as, a3} lineer bagimlidir < Bu ii¢ vektor merkezden gegen ayni
diizlem i¢indedur.
(Gésteriniz.)

Teorem 3.2.37 V bir vektor uzayr ve S = {aq,...,a,} C V olsun. S nin
lineer bagvml olmas i¢in bir o; vektorinin kendinden dnce gelen vektorlerin
bir lineer kombinasyonu olmast gerek ve yeterdir.
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Sonug 3.2.38 V bir vektor uzayr ve S = {ay, ...,a,} C Volsun. S nin lineer
bagimly olmasi i¢in S deki bir vektorin digerlerinin lineer kombinasyonu ol-
mast gerek ve yeterdir.

Sonug 3.2.39 V bir vektor uzayr ve S = {ou, ..., } V yi dretsin. a; kendin-
den dnce gelen vektorlerin bir lineer kombinasyonu olsun. O zaman

g =S - {Oéj} = {041, ey O, Oy ey, Oén}
kiimesi de V i gerer.

Ornek 3.2.40 R* de oy = (1,1,0,0), as = (1,0,1,0), a3 = (0,1,1,0) ve
ay = (2,1,1,0) vektorleri i¢in S = {oq, g, a3, ay} olsun. W = Span (S)
diyelim. oy = a1 + a9 oldugundan, S = {a1,as, a3} denirse W = Span (g)

olur ki bu W uzayina tiretmek i¢in cy elemanina thtiyag olmadiging ifade eder.

3.2.3 Baz ve boyut

Tamim 3.2.41 V bir vektor uzayr ve S = {aq,...,a,} C V olsun. Eger S
lineer bagimsiz ve Span (S) =V ise S ye V nin bir baze denir.

Ornek 3.2.42 R® wzaynda S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} wverilsin. S
kiimesi R? din bir bazdwr (gésteriniz) ve bu baza R? iin standart bazi denir.
Daha genel olarak R™ uzayinin standart bazi

seklindedir. R min standart baz elemanlar &, = (1,0,0),&, = (0,1,0),&5 =
(0,0,1) ile gosterilir ve R® deki her bir o = (a, b, ¢) vektorii

a=ab, +0& +cé;
seklinde yazilor.

Ornek 3.2.43 S = {t> 4 1,t — 1,2t + 2} kiimesinin Py nin bir baz oldugjunu
gosterelim. S nin lineer bagimsiz ve Span (S) = Py oldugunu géstermeliyiz.
Bunun i¢in cq, co, c3 € R olmak tizere

o (P+1)+et—1)+c(20+2)=0
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c1 =0, c0+2c53 =0 wve —cg+2c3 =0 olup ¢; = co = ¢c3 = 0 ve S lineer
bagimsizdur. Ayrica Span (S) = Py i¢in

at? +bt+c=c (P +1)+ea(t—1)+c3(2t+2)

olacak gekilde her a,b,c i¢in cy,co,cs skalerlerinin bulunabilecegini gdster-
meliyiz. Yukaridaki egitlikten

a+b—c . _ctb—a
2 T

¢ =a, =
olur ki bu Span (S) = Py oldugunu gosterir.
Ornek 3.2.44 R* de

S={a;=(1,0,1,0),a5 = (0,1,-1,2) ,a3 = (0,2,2,1) ,y = (1,0,0,1)}

nin bir baz oldugunu bir aligtirma olarak gésteriniz.

Teorem 3.2.45 V reel vektor uzayimin bir baz S = {aq,...,an} olsun. O
zaman YV deki her bir eleman S deki vektérlerin bir lineer kombinasyonu
olacak sekilde tek tiirli olarak yazilabilir.

Tanim 3.2.46 Bir V reel vektor uzayman bazindaki eleman sayisina (eger
sonlu ise) V nin boyutu denir boy (V) ile gésterilir. Eger V. = {0} ise
boy (V) = 0 olarak kabul edilir.

Ornek 3.2.47 S = {t2,t,1} kiimesi Py icin bir baz olup boy (Py) = 3 dir.

Ornek 3.2.48 S = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} kiimesi R* i¢in bir baz olup
boy (R?) = 3.

Tanim 3.2.49 Baz sonlu sayida elemandan olusan vektor uzaylarina sonlu-
boyutlu vektor uzay:; aksi durumda ise, sonsuz-boyutlu vektor uzayr adr
verilir.

Uyar1 3.2.50 Asagidakiler baz ve boyut kavramlar: i¢in onemlidir:

1. Eleman sayst sonlu tek reel vektor uzay {0} dir, ¢iinki her ¢ skaleri
igin c.0 € {0} dir.
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2. 'V min herhangi ikt bazinin eleman sayisi egittir.

3. V, n—boyutlu bir uzay ve S = {ay, ...,ap} C 'V kiimesi lineer bagimsiz
ise k <n dir.

4. V, n—boyutlu bir uzay olsun. V deki lineer bagimsiz ve eleman sayist
en fazla olan kiime n elemanhdir ve V nin bazidur.

5. boy (V) = n ise m > n elemanl bir kiime lineer bagimlidor.

6. boy (V) =n ise p <n elemanli bir kiime V yi tretemez.

Asagidaki sekilde lineer bagimsiz kiimeler, baz ve iireten kiimeler arasimdaki
iligki verilmektedir.

Lineer Ureten
bagimsiz kiimeler

kiimeler

Sekil-7: Baz, lineer bagimsizlik, iireten kiimeler

3.2.4 Skaler (I¢) carpim

Asagida standart reel vektor uzayinda skaler ¢arpim, norm ve ac1 gibi kavram-
lar ifade edilecektir.

Tanim 3.2.51 R" de a = (aq, ...,a,) ve B = (by,...,b,) vektorleri verilsin.
Buna gore
a- B =ab + ...+ a,b,

degerine « ile f mn skaler ¢arpyma (ya da i¢ ¢carpim) denir.
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Ornek 3.2.52 R* de o = (1,2,-1,3) ve § = (2, —1,1,k) vektorleri icin
a- =0 1sek degerini bulalim. Cozim k = % olarak kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.2.53 R" de «, 5,7 vektorleri ve ¢,d € R i¢in asagdaki ozellikler
saglanar:

1. (ca+dpf)-y=ca-y+dp-v,a-(c.f+dy)=ca-f+da-;
2. a-f=0q
3. a-a>0,a-a=0< a=0.

Uyar1 3.2.54 Yukaridaki 1,2 ve 3 numaraly 6zelliklere; siraswyla, bilineer-
lik, simetr: ve pozitif tanamlilik ady verilir.

Tamm 3.2.55 Uzerinde skaler ¢carpym tanamh R"™ uzayina n—boyutlu Oklit
uzayr ady veriir.

Oklit Megaren MO 330-275. Iskenderiyeli matematikci. Geometrinin
babast

Resim-9: Oklit Megaren (MO 330-275)
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Oklit’in bilimsel kisiligi, unutulmayan sézlerini de yansumastir: Bir gin der-
sint bitirdiginde ogrencilerinden birt yaklasir, “Verdiginiz ispatlar ¢ok giizel;
ama pratikte bunlar neye yarar?” diye sordugunda, OKlit kapida bekleyen
kélesini cagurir, “Bu delikanlwya 5-10 kurus ver, vaktinin bosa gitmedigini
gorsiin!” demekle yetinir.

Tanim 3.2.56 R" uzayinda bir o = (ay, ..., a,) vektorinin normu

la|| = vVa-a=/a?+ ..+ a2

seklinde tammlanar. Eger ||a|| = 1 ise a ya birim vektor ady verilir.

Uyar: 3.2.57 Bir a # 0, a € R"™ vektori yinindeki tek birim vektor -2

[l
dir. Bu ayni zamanda bir vektori birim vektor yapmak i¢in bir metottur.

Ornek 3.2.58 R" de a = (1,—3,4,2) vektorini birim uzunluklu olarak
yeniden ifade edelim. Bunun i¢in

«

. ( 1 -3 4 2 )
Oé: = b b b
el V307 /30 V30" V30

olur.

Teorem 3.2.59 Her a, § € R™ vektorleri i¢in asagidaki egitsizlikler saglanar:

1. Cauchy-Schwarz egitsizligi

joc- Bl < llal B

2. Minkowski ya da tiggen esitsizligi

la+ Bl < flafl + 1151 -
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Augustin Louis Cauchy (1789-1957). Fransiz matematikci.

Resim-10: Augustin Louis Cauchy (1789-1957)

Tanim 3.2.60 R" deki her a = (ay, ..., an,) ve f = (b1, ..., b,) vektorleri igin
a ile B arasindaki uzaklik

d(,8) = lla— Bl = /(@ = b + .+ (an — b,)?
seklinde tanimlanwr. Ayrica bu vektorler arasindaki agt 0 ise

a-f
el 11 3]]

cosf =

bagintist mevcuttur.

Tanmim 3.2.61 R” de bir a vektoriniin sifirdan farklh bir 8 vektéori tizerine
1zdlistiimai
a-f
izd (a, f) = 7=
151

seklinde tanimlanar.

Burada a* = izd(«, ) denirse, o = cosf.av ve her iki tarafin normu
alinip cos @ yerine degeri yazilirsa

a-f a-f

la*]] = lla] =

ldl 1811181l
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olur. o* vektorii normu ile aynm yondeki birim vektoriin carpimi olarak yazila-
bileceginden
& .
2
18]

olur.

\L_I_l_______________

v

Sekil-8: Vektorlerde izdiigiim

Ornek 3.2.62 R® de a = (1,-2,1) ve = (2,3,1) vektorleri arasindaki
acuyr ve v man [ tzerindeki izdigimind bulalim. Bu ag¢i 0 ise

-3 -3 -9 -3
cosl = —=, izd(o,B) = | —,—,— | .
2/27 77147 14
Tanim 3.2.63 R" de oy, ..., o, vektorler: verilsin. Eger bu vektorlerden her-
hangi ikist i¢in
a;-a; =0, 1<2,7<n

ise o ve o vektorlerine ortogonal (dik) dir denir. Ayrica bu vektorler
.o =1, 1 <1 <n
sartim saglarsa o zaman «; vektérlerine ortonormal ady verilir.

Asagidaki metot lineer bagimsiz vektorlerin bir kiimesinden ortonormal
bir vektor sistemi elde etmek icin kullanilir ve Gram-Schmidt metodu ola-

rak bilinir:
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R™ de lineer bagimsiz ayq, ..., o, vektorlerini ele alalim. Buna gore

ﬁl = Qy,
= G

-
B, =a, -3 2lig
) Zﬁﬁ

(]

ile verilen f3,, ..., 8,, vektorleri ortogonaldir. Ayrica

s B

yazilirsa, 7y, ..., 7, ortonormal vektorleri elde edilir. Buna gore

1, @ = j i¢in,
0, i # j icin,

burada d;; ile Kronocker deltasi gosterilmektedir.

n = 3 6zel durumunda Gram-Schmidt metodu

By = a1, By =ay— gjgiﬁl
a5 By, 03B
Po =035 75,7 5,5,

By By B

M= ga Ve T s T
S TC Y R [ R [T

haline doniigiir.
Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), Danimarkali matematikgi.
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Resim-11: Jorgen Pedersen Gram (1850-1916)

Erhard Schmidt (1876-1959), Alman matematikgi.

Resim-12: Erhard Schmidt (1876-1959)

Ornek 3.2.64 R® de oy = (1,1,1), ay = (—1,0,—1), az = (—1,2,3) vek-
torleri verilsin. det (aq, ag, a3) = 2 # 0 oldugundan vektorler lineer bagim-
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swzdir ve Gram-Schmidt metodu uygulanabilir. Buna gére

[31 = a1 = (17 17 1) )
_ (_1707_1) ) (17171) _ __1 2 __1
BZ - 0_1707__1)__ (1’1’1).(1’1’1) (17171)‘* ( 3 737 3 )

Ve

(L2301 (1 1 1) = (=2,0,2)

(1,1,1)-(1,1,1)

vektorleri ortogonal olurlar. Bununla birlikte

_ B _(LLL) _ b _(—_11—_1)
B T\ Ve VB T T8 \Ve Ve V)
— Ps —(ioi)
7B \V2 VR

ortonormal vektorler elde edilir.

3.2.5 Boliim sonu alistirmalari

1. a=(2,-6,-1), =(-1,0,-3) ve vy = (=3,1, 1) vektorleri igin agag:-
dakileri hesaplayimniz:

(a) 3. — 4.5,
(b) a—pB+1.
2. a=(1,m,-1), 8= (n,0,p) ve a = [ ise mnp garpimm kagtir?

3. Ornek 2.2.2-Ornek 2.2.6 da verilen kiimelerin birer reel vektér uzay:
olduklarini gosteriniz.

4. R*={(zo, x1,x2,...) : x; € R, i € N} sonsuz diziler kiimesinin bir reel
vektor uzayr oldugunu gosteriniz.

5. V={(z,y) : z,y € R} kiimesi tizerinde tanimh olan asagidaki iglemleri
ele alalm:

Vektor Toplami: (x1,11) + (22,92) = (x1+ 22+ L,yn + y2 + 1)
Skalerle garpim : c. (x1,y1) = (cx1 +c—1,cpp +ec—1).
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10.

11.

12.

13.

14.

Bu iglemlerle birlikte V kiimesinin bir reel vektor uzay1 oldugunu gos-
teriniz. Ayrica toplama isleminin birim elemanini elde ediniz.

. R® de asagida verilen kiimenin bir altuzay oldugunu gosteriniz:

V={(0,2,0,y,0) : x,y € R}.

. R™*™ iizerinde tiim diagonal matrislerin kiimesi bir altuzay olusturur

mu?

. R™™ iizerinde izleri toplam sifir olan tiim matrislerin kiimesi bir al-

tuzay olusturur mu?

. R™*" iizerinde elemanlari pozitif olan tiim matrislerin kiimesi bir al-

tuzay olusturur mu?

Asagidaki ifadelerden dogru ve yanhs olanlar: tespit ediniz:

(a) Eleman sayisi sonlu tek reel vektor uzay {0} dir.

(b) V bir reel vektor uzayr ve W da V nin bir reel vektor uzay: olan
altkiimesi olsun. W ayni1 zamanda V nin bir altuzayidir.

(c) Bos kiime her reel vektor uzayn bir altuzayidir.

(d) V nin herhangi iki altuzayinimn arakesiti bir altuzayduir.
P, 1. dereceden polinomlarmn kiimesi tizerinde {t + 4,3t + ¢? + 4} al-
tkiimesinin lineer bagimli olmasi i¢in ¢ nin alabilecegi degerler ¢arpimi
kactir?
S = { flf:R surekfi R} reel degerli siirekli fonksiyonlarin kiimesi iiz-
erinde f(z) = 3° ve g(x) = 3** fonksiyonlan igin {f, g} altkiimesi
lineer bagimsiz midir?
R? de

S ={(1,0),(0,4),(0,0),(2,0),(2,2)}

kiimesinin tiim lineer bagimsiz altkiimelerini bulunuz.
V reel vektor uzayinda «, 3, vektorleri igin
S={coy—e3.8,c1.0 — ca.,c3. 0 — 1.7}, c1,c0,c5 ER

kiimesi lineer bagimsiz midir?
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15.

16.
17.

18.
19.

20.

21.
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R* de {a, 3,7,(} altkiimesi lineer bagimsiz olarak verilsin.
{8.a+28+v+(2.a+56,3y+2(3a+4.6+2y+3.(}

kiimesi de lineer bagimsiz midir?

R3 de a = (1,0,1) vektoriinii igeren bir baz bulunuz.

V, 3—boyutlu bir reel vektor uzay1 ve bazi {«, 3,7} olsun.

{a+p8,8+7,a-7}
kiimesi de V icin bir baz olur mu?
V ={(0,9,2) : y,2 € R} C R? altuzaymn bir bazim bulunuz.
Asagidakilerden hangisi R? icin bir bazdir:

1,0,-1),(2,5,1),(0,—4,3)};
2,-4,1),(0,3,-1),(6,0,—1)};
,2,-1),(1,0,2),(2,1,1)};
,—3,-2),(-3,1,3),(—2,-10,—-2)}.

Asagidaki ifadelerden dogru ve yanlig olanlar tespit ediniz:

a) {0} uzay1 bir baza sahip degildir.
b

)

) Sonlu bir kiime ile olugturulan her vektor uzay1 bir baza sahiptir.
c) Her vektor uzay1 sonlu bir baza sahiptir.
)

)

(
(
(
(d
(e) Eger bir vektor uzay: sonlu bir baza sahipse, her bazindaki eleman
sayist aynidir.

Bir vektor uzay: birden fazla baza sahip olamaz.

(f) P,, n. dereceden polinomlarin kiimesinin boyutu n dir.
(g) R™ ™ kiimesinin boyutu m + n dir.

(h) Eger V, n—boyutlu bir vektér uzay: ise, boyutu 0 olan yalniz bir
ve boyutu n olan yalniz bir altuzay: vardir.

R? nin bir baz1 {«a, 3} olsun. ¢,d € R igin {a + 3, c.a} ve {c.a,d.3}
kiimelerinin de R? icin bir baz oldugunu gosteriniz.
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22. Asagidaki homojen lineer denklem sistemini ele alalim:

$1—2$2+$3:O

2.’13'1 —3$2+$3 =0.

Bu sistemin ¢oziimler kiimesi R? i¢in bir altuzaydir. Bu altuzay icin bir
baz elde ediniz.

23. R” de a ve 3 vektorleri icin agagida verilen esitliklerin saglandigim
gosteriniz:

(a) Eger a ve ( ortogonal ise
2 2 2
lov+ BI° = llalI” + 151"

Bu egitligin n = 2 durumunda Klasik Geometrideki hangi tinlii
teoreme kargilik geldigini bulunuz.

(b) Asagidaki esitlige paralelkenar kuraly (yasasi) denir.

2 2 2 2
o+ 817 + llee = BII" = 2 [el” + 2|B]I" -

Bu kuralin R? de paralelkenarlarla iligkisini ifade ediniz.

(c) Asagidaki esitlige polar esitligi denir.
1 1
a-f=la+Bl’ =7 llo—aI".
Bu esitligi gercekleyiniz.

24. Bir reel vektor uzayinda; eger herhangi iki vektor Cauchy-Schwarz esit-
sizliginin egitlik durumunu saglarsa, bu vektorlerle ilgili ne soyleye-
bilirsiniz?

25. Bir reel vektor uzayinda; eger herhangi iki vektor Minkowski esitsi-
zliginin egitlik durumunu saglarsa, bu vektorlerle ilgili ne soyleyebilirsiniz?

VB VR
gosteriniz.

26. R? de {( L 2 ) , (%, \_/—%)} kiimesinin bir ortonormal baz oldugunu
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27. R¥de {(1,0,-1),(2,—-1,1),(~1,—1,4)} kiimesine Gram-Schmidt metodu
uygulanabilir mi?

28. R?de {(1,1,0),(2,0,1),(2,2,1)} vektorlerinin lineer bagimhi-bagimsiz
olduklarini kontrol ettikten sonra (eger lineer bagimsiz ise) Gram-Schmidt
metodunu uygulayiniz.

29. R" de ortogonal vektorlerin birbirine gore izdiistimleri hakkinda ne
soyleyebilirsiniz. Geometrik olarak yorumlayiniz.

3.3 Kompleks vektor uzaylari

Kompleks sayilar kiimesinin kendisi ile n kez kartezyen carpimindan meydana
gelen
C"=Cx..xC={(z1,.y2n) : 21, ..., 2n € C}

kiimesi tizerinde
(21, ey 2n) + (W1, oy wy) = (21 + W1, ony 2 + W)

ve
2 (215 2n) = (221, .., 22n), 2 € C,

islemleri tanimlanirsa C™ bir vektor uzay1 olup n—boyutiu kompleks vektor
uzayl adini alir.

Ornek 3.3.1 C* dea = (24 3i,4 —1i,3) ve § = (3 — 2i, 51,4 — 6i) vektorleri

¢
a+ 8= (5+1i,4+4i,7— 6i)
ve
(5 —2i)a = (16 + 11i, 18 — 13i, 15 — 61i)
olur.

Tanim 3.3.2 C" de a = (21, ..., zn) ve B = (w1, ..., wy,) vektorleri i¢in, « ile
B man i¢ carpima
a-f=zw1 + ... + 2,0,

ile tanamlanir. o nan normu

HOCH = \/Oé = \/2121 + ...+ 22, = \/|Zl|2 + .+ |Zn|2
dir.
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Uyar: 3.3.3 ||a| degeri daima reel ve pozitiftir.

Ornek 3.3.4 C3 dea = (2+3i,4 —1,3 4 5i) ve 5 = (3 — 4i,5i,4 — 2i) vek-
torlers i¢in

a-f=(2+3i)(3—4i) + (4 —1i) (5i) + (3+5i) (4 — 2i) = =9 + 19i

ve
a-a=]2+31+[4—i* +|3+5i* =64

dolayiswyla ||af| = 8 olur.

Tamim 3.3.5 Uzerinde tamaml i¢ carpim tanemb C* uzayina n—boyutlu
kompleks OEKlit uzayr ady verilir.

Teorem 3.3.6 C" de «, 3,7 vektirleri ve z,w € C i¢in asaqidaki ézellikler
saglanar:

1. zat+wp) - y=za-vy+wpf -y a (2.0 +wy)=za f+wa-y;
2. a-f=a-5
3. ara>0a-a=0< a=0.

Uyar: 3.3.7 C" uzayinda da Cauchy-Schwarz ve Minkowski (ya da ti¢gen)
esitsizlikleri saglanmaktadar.

3.3.1 Boliim sonu alistirmalari

1. Asagidaki igslemleri yapiniz:

(a) 1,1, 17,1;

(b) i39 i174 i256 i327.

(C) 4_3i)27 (1+31)27 (1 _i)g;
2—T7i

<d) 543i°

2. 6+4i,2+1, 1 —2i, 5, —3i, i sayilarinin esleniklerini bulunuz.

3. Asagida verilen vektorler igin ||o| , ||| ve - 5 degerini bulunuz:
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(a) a
(b) «
(c)

(1+42i,3—1,—-1—4i), B=(1-2i,1+1i,1+1)
(21,1, —6i), B = (3 — 2i,4 — i, 5i)
(1,0,—1), B=(1—2i,1+1i,1+1).

4. C" de her a, 8 vektorleri icin agagidaki esitligi gercekleyiniz:
lo £ 81 = llal* £2Rea - B+ 18],
burada Re a- § ile a- 8 kompleks sayisinin reel kismi ifade edilmektedir.

5. C" de her «, 3 vektorleri igin agagidaki esitligi gergekleyiniz:
el =181 < fler = B

6. C" de her a, 8 vektorleri icin agagidaki esitligi gercekleyiniz:
1o 2
0 B=23 1 ot i),

4
k=4

7. C*°={(z, 21, 22, ...) : ¥; € C, i € N} sonsuz diziler kiimesinin bir vek-
tor uzayr oldugunu gosteriniz.

3.4 Lineer doniisiimler ve matrisler

Lineer Cebir dersinin asil konusu matrisler yardimiyla lineer doniistimleri

incelemektir.

3.4.1 Lineer doniisiimler

Tanim 3.4.1 V ve W iki reel (ya da kompleks) vektor uzay ve L : V. — W
bir fonksiyon olsun. Eger

1. hera,f € Vigin L(a+ )= L(a)+ L(B);

2. her ¢c € R (ya da z € C) ve her a € V igin L(c.) = c.L()
1se L ye V den W ya bir lineer déniigiim denir.
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Uyar1 3.4.2 Doéndigiim kavrame daha genel hallerde fonksiyonun yerine kul-
lanmilyr. Daha agik bir ifadeyle, gorinti kimesi reel yada kompleks sayilar
olan her doniisiim bir fonksiyon olarak ifade edilir.

Uyar1 3.4.3 L :V — W bir lineer doniigim ise L (0) = 0 dir. Gercekten
her a € V i¢in

2

La—a)=L(a)+L(—a)Z L(a)—L(a)=0
olur. Ancak bu durumun tersi her zaman dogru olmayabilir.

Lemma 3.4.4 L :V — W fonksiyonunun bir lineer déniisim olmas i¢in
her c € R ve a, 5 € V olmak tizere

L(a+cpB)=L(a)+c.L(P)

olmasi gerek ve yeterdir.

Ornek 3.4.5 Bir reel (ya da kompleks) V wvektor wzaymda L : V — V
doniigimii
L(a)=ca,ceR

(ya da ¢ € C) olarak tanymlanwyor. L nin lineer oldugunu gdsterelim: Her
a, €V ve herdeR (ya da c € C) igin

La+dp) = c(a+dp)=(ca)+d(cf)
= L(a)+d.L(B)

olur ki L lineer bir doniisiim olur.
Ornek 3.4.6 L:R? — R?

L(z,y,2) = (z,y)

seklinde tamimlanan L izdigim dondisiminin lineer oldugunu gosterelim:
Her o, f € R? igin

a = (a17a27a3)7 B = (61762763)
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olsun. O zaman, her ¢ € R i¢in

L(a+c.8) = L((a1,as,as) + c. (by, b2, b3))
= L(ay + cby,as + cby, az + cbs)
= (ay + cby, as + cby)
= (ay,a2) + c. (b1, be)
= L(a)+c.L(pB)

olup L dondistiimai lineerdir.

Ornek 3.4.7 L : R? — R?, L (z,y) = (z —y, 2 + %) olarak tanamlanan L
nin lineer bir doniigiim oldugunu gosterelim: Her a, 3 € R?, a = (ay, ay), 8 =
(by,b2) ve her c € R igin
L(a+c.B) = L((ar,a2) + c. (b1,b2)) = L ((a1 + by, ag + cbs))
= (ay + cby — ag + by, ay + cby + ag + cby)
(ay — ag,ay + ag) + c. (by — by, by + by)
= L(a)+c.L(pB)

olur ki L lineerdir.

Ornek 3.4.8 L:R? — R?,
L(z,y,2z) = (x+1,2y,2)

seklinde wverilen déntigiimiin lineer olup olmadigimy inceleyelim: Eger L bir
lineer doniigim ise L (0,0,0) = (0,0,0) olur. Halbuki L (0,0,0) = (1,0,0)
oldugundan L lineer degildir.

Uyar1 3.4.9 V ve W iki reel (ya da kompleks) vektor uzayr olsun. Liter-
atiirde bunlar arasinda tanimly bir lineer doniigiime homomorfizm de de-
nilmektedir. V ve W arasindaki biitiin homomorfizmlerin kiimesi Hom (V, W)
ile gosterilir. Ustelik, Hom (V,W) kiimesi de bir reel (ya da kompleks) vektor
uzayrdar.

Tanim 3.4.10 L : V — W bir lineer doniisim, H kiimesi V vektor uzayinin
bir altkimesi olsun. Bu durumda

L(H)={L(a):acH}

kiimesine H min L altindaki gorinti kiimes: ya da kisaca gorintisi ady ver-
alar.
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Teorem 3.4.11 L : ' V — W bir lineer doniisim ve H kiimest V wvektor
uzayrnn bir altuzayr olsun. O zaman L (H) gorinti kimesi de W nan bir
altuzayr olur.

Ornek 3.4.12 R? uzayinda 1 — x9+ 223 = 0 diizlemi R? din bir altuzayidar.

Bu diizlemde bulunan tim vektorlerin kiimesini H ile gdosterelim. Buna gore
L:R? — R*,

L(xy,29,x3) = (321 + 2, 11 + X9 — 223, 9 — X3, T1 + 42y — X3)

ile verilen L lineer déndisiimii i¢in L (H) C R* altuzaymmn boyutu ile bir-
likte bir baziny elde edelim: Buna gére H kiimesinde bulunan tim vektorlerin
bilesenleri x1 — x9 4+ 223 = 0 denklemini saglarlar ve dolayisiyla

H = {(a—2b,a,b) :a,b € R}
dir, yani bir o € H ise a = (a — 2b,a,b) dir. Buna gore

L(a—2b,a,b) = (3(a—2b)+a,a—2b+a—2b,a—b,a—2b+4a —b)
= (4a — 6b,2a — 4b,a — b, 5a — 3b)

olur, yani
L(H) = {(4a — 6b,2a — 4b,a — b,5a — 3b) : a,b € R} .
Dolayswyla € L (H) ise

B = (4a — 6b,2a — 4b,a — b, 5a — 3b)
= a.(4,2,1,5) +b. (=6, —4, —1, —3)

oldugu i¢in Span{(4,2,1,5),(—6,—4,—1,—-3)} = L(H) denilebilir. Ayrica
bu kiime lineer bagimsiz oldugundan L (H) nan bir bazidir. Bu bazin eleman
sayst 2 oldugundan L (H) nin boyutu da 2 dir.

Ornek 3.4.13 L :R* — R? lineer dondigiimdii
L (1,29, x3,24) = (201 + 223 — 224, —11 + X9 + 324, 209 + 225 + 44)
seklinde tanmamlansin. L (R*) altuzayim elde edip boyutunu bulalim: Eger
2x1 + 223 — 224 = a,
-1+ x9 4+ 314 = b,
209 + 2203 +4xy =
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denirse, bu sistemin ¢éziimii bize L (R*) altuzayim karakterize edecektir. Bu
denklem sisteminin ¢ozimai

2 02 -2:a 1 121:a+b
. g1:001—o1+an .
—110 3 :b ~ —1103: b
0 22 4 :¢c 0 224: ¢
1121: a+b 1121: a+b

g2:a2—a2+a1 £3:03—Q3— Q2
~ ~

= ~ 0224:a+2b ~ 0224: a—+2b

0224: ¢ 0000: —a—2b+c
1121 a+b 101-1: ¢
E4:O¢2—>%O¢2 . €501 —Q]1 —Q2 .
= =~ fo112: 24 ~ 0112 : 2+b
eg:az——1.a3
0000:—-a—2b+c 000 0 :a+2b—-c

olup, indirgenmis matrisin gosterdigi lineer denklem sisteminin tutarl olmas:
¢
a+2b—c=0
olur. Buna gére L (R*) kiimesi b=z, ¢ =y i¢in a = —2x + y olup
L(R') ={(-22+y,2,y) s 2,y € R}
seklinde elde edilir. Ayrica

(=22 +y,z,y) =2 (-2,1,0) +y(1,0,1)

oldugundan Span{(—2,1,0),(1,0,1)} = L(R*) denilebilir ki bu da L (R*)
iin boyutunun 2 olmasi demektir.

Tanim 3.4.14 L : V — W bir lineer doniigim ve L (V) sonlu boyutlu ise
bu uzayin boyutuna L lineer déniigiimiiniin rank:y denair.

Ornek 3.4.15 Yukaridaki érneklerde verilen dondigimlerin ranks 2 dir.
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3.4.2 Bir lineer doniisiimiin matrisi

Bu boliimde matrisler ve lineer doniigiimler arasinda bir egleme kurulacak-
tar.

V, n—boyutlu; W, m—boyutlu reel (ya da kompleks) vektor uzaylar ve
L :V — W lineer doniigiim olsun. Sy = {aq,...,a,} ve Sw = {5}, ..., B, }
de sirasiyla V nin ve W nin bazlari olsun. 1 < j < n i¢in L («o;) vektorleri W
uzayinin vektorleridir ve bu vektorler Sy bazina gore

L(a;) = a1;B) + 2By + oo+ i3, = > aif3;
i=1

yazilabilir. Burada a;; ler o; ve 3, ye bagh sayilardir. Bu esitlik daha agik
bir sekilde

L (Oél) = anﬁl + a21B2 + ...+ amlﬁm
L () = a1af8; + a2y + ... + amaf,,

L (Oén) = alnﬁl + a2nﬁ2 + ...+ amnﬁm

yazilabilir. Goriildiigii tizere a;; sayilar1 bir m x n tipinde bir [a,;] .~ matrisi
belirtir.

Tanim 3.4.16 V ve W sonlu boyutlu reel (ya da kompleks) vektor uzaylar
olmak fizere

L(a) = ab;
=1

esitliginin belirttigi [a;) .
Zlarina gore matrist denir.

matrisine L lineer dontigiimiiniin Sy ve Sw ba-

Ornek 3.4.17 P,, 2. dereceden polinomlarin; Py, 1. dereceden polinomlarin
uzayp olsun. L : Py — Py déniigiimii L (P (t)) = P’ (t) olsun. S; = {t*,t,1}
ve So = {t,1} de Py ve Py in bazlary olsun. L lineer donisimine karsilik
gelen [a;;] matrisini bulalim: Sy in elemanlarmin L altindaki gorintilerini
bulmalupz. Daha sonra bu gorintiler: Py in baz olan So nin elemanlarinin
bir lineer birlesimi olarak yazalim.

L (t2) =2t = all.t + a12.1
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ve ayy = 2, ayp = 0 oldugundan [L (t*)]g, = (2,0)" . Benzer sekilde L (t) =
(0,1)" ve L (1) = (0,0)" elde edilir. Boylece istenen matris

200
010

dir.

Ornek 3.4.18 L : R? — R? L(z,y,2) = (v +y+ 2,2 + 2y + 32) lineer
dondistimii verilsin. R? ve R? nin standart bazlarm géz oniine alarak L ye
karsilik gelen matrisi bulalim: Buna gére elde edilecek matris 2 X 3 tipinde
olup

L(1,0,0) = (1,1) =1.(1,0) + 1.(0,1),
L(0,1,0) = (1,2) =1.(1,0) +2.(0,1),
L(0,0,1) = (1,3) = 1.(1,0) +3.(0,1),

egitliklert yardimayla istenilen matris

111
123

seklinde elde edilir.
Ornek 3.4.19 L:R?> — R3, L (x,y) = (2y, 3z, 2 — 2y)
Sre = {(2,-1),(1,1)} wve Sgs = {(1,1,0),(1,0,1),(-1,2,1)}

bazlarina gore L ye karsilik gelen matrisi bulalim: Buna gore bulmamaz gereken
aij]5,o seklinde bir matris olacaktyr. Dolayiswyla

L (2, —1) = (—2, 6, 4) = a1 (1, 1, O) + a2 (1, O, 1) + as1 (—1, 2, 1) y

denkleminden
ayq + ag — as; = —2,
a1 + 2as; = 6,

asy + az = 4,
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sistemi ve benzer sekilde
L (1, 1) = (2, 3, —1) = a9 (1, 1, O) + Q9o (1, 0, 1) + ass (—1, 2, 1) y

denkleminden

a1z + az — asy = 2,

a1z + 2az2 = 3,

age +az = —1,

elde edilip bu sistemler ¢oziiliirse [a;j),, ., matrisi
0 3
1 -1
3 0

bulunur.

3.4.3 Oz degerler ve 6z vektorler
Tanmim 3.4.20 A € R}, n X n tipinde bir matris olsun.
Aa =t.«

olacak sekilde sifirdan farkl en az bir « € R™ wvektori varsa t € R saysina
A matrisinin bir 6z (karakteristik ya da aygen) degeri denir. t sayist A
matrisinin bir 6z degert olmak tizere

Aa =t.«

esitligini saglayan o vektorine ise A matrisinin t 0z degerine karsilik gelen
bir 6z (karakteristik ya da aygen) vektori denir.

Uyarn 3.4.21 Asagida bir matrisin 6z degerleri ve 6z vektorlerini bulmak
i¢in bir metot ifade edilmistir:

Aa=t.o

esithgi aym zamanda
(A—tl,)a=0 (3.1)
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seklinde de yazilabileceginden (3.1) denkleminin asikar olmayan bir ¢ézimi
olabilmest i¢in
det (A—t.1,)=0 (3.2)

olmasu gerek ve yeterdir. Dolayisiyla A matrisinin 6z degerleri (3.2) denklem-
ini saglayan t saydarider. Her bir t 6z degeri igin (3.1) denkleminin agikar
olmayan ¢oziimleri bulunur. Bunlar A nin t ye karsihik gelen 6z vektorleridir.

Ornek 3.4.22

—V3 7

olmak tizere A matrisinin 6z degerlerini bulalim. Bunun i¢in
det (A — t[z) =0

denklemini inceleyelim, yani

5—t —/3
A—tl, =

—3 7—t

ve dolayiswyla

5—t —/3

=0=t"—12t+32=(t—4)(t-8) =0

—3 7t

oldugundan A matrisinin t; = 4 ve to = 8 olacak sekilde iki tane 6z degeri
vardr.

Ornek 3.4.23

olmak tizere A matrisinin 6z degerlerini ve 0z vektorlerini bulalm. Bunun
¢
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denklemini inceleyelim, yani

—4—-t —6
A—tly=
3 55—t

ve dolayisiyla

—4—t —6 )
=0=>t"—t—-2=(t+1)(t—2)=0
3 55—t
oldugundan A matrisinin t; = —1 ve ty = 2 olacak sekilde iki tane 0z degeri

vardwr. A matrisinin her bir 0z degerine karsihk gelen 0z vektorler

Aa =ta, 1 =1,2,

ya da
(A — tzfz) a=20
denklemi ile bulunur. Buna gore
o ty =—1 i¢cin, a« = (x,y) olmak dizere
—4 —6 . 10 x 0
3 5 01 Y 0
veya

—3 —6| |z 0
3 61| |y 0

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsayilar
matrist ve ona denk olan matris

-3 -6:0 12:0
3 6 :0 00:0
bulunur. Buna gére y = s denirse x = —2s olur. Buna gore

—2s -2
o= =35
S 1
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O halde ¢; 0z degerine karsilhk gelen 0z vektorlerin kiimes:

—2 —2
S :seR=S5p
1 1

olur.

o ty =2 i¢in, f = (z,w) olmak tizere

4 -6 _210_ 1 o

3 5 ot1l) |w| o
veya _ _
6 -6| [-] [o]
3 3| |wl o

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsaiylar
matrisi ve ona denk olan matris
—6 —6 : 0 11:0

3 3 :0 00:0

bulunur. Buna goére w = s denirse z = —s olur. Buna gore

O halde ty 6z degerine karsilik gelen 6z vektorlerin kiimesi

-1 —1
S :seR Y =S5p
1 1
olur.
Ornek 3.4.24
410
A=1111

722
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matrisinin 6z degerlerini bulalim. Bunun i¢in

det (A — t[g) =0

denklemini inceleyelim, yani

A—tly= 1 1—-t 1

ve dolaysiyla

1 1—-¢t 1 |=0=>—-7*+11t—-5=0

oldugundan t; =1, to =1 ve t3 = 5 elde edilir.

Ornek 3.4.25
10 -1
A=112 1
22 3

109

olmak tizere A matrisinin 6z degerlerini ve 6z vektorlerini bulalim. Bunun

1¢in

ve dolayisiyla

1 2—-¢t 1 |=0=>—62+11t—-6=0

oldugundan A matrisinin t; = 1, ty = 2 ve t3 = 3 seklinde 6z degerleri elde

edilir. A matrisinin her bir 6z degerine karsilik gelen 6z vektérler

Aa =ta, 1=1,2,3,
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ya da
(A — tzjg) a=0

denklemi ile bulunur. Buna gore

o ty =1 i¢in, a = (x,y, 2) olmak tzere

10 -1 100])\ |z 0
12 1|-1[010 y|l =10
22 3 001 z 0
veya
00 -1 | 0
11 1| |yl=10

22 2 z 0

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsaylar
matrisi ve ona denk olan matris

00—-1:0 111:0 101:0
. €1:x1>Q3 . E4:002— 02— .
111 :0 ~ 111:0 ~ 000:0
52:?43—>—lloz3 £5:0] —Q]—Q3
22 2 0] TTTETl001:0 001:0
bulunur. Buna gére z =0 ve y = s denirse v = —s olur. Buna gére
-5 —1
0 0

olur.
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o iy =2 i¢in = (u,v,w) olmak tizere

10 -1 100 -u 0
12 1]—-2|010 v| =10
22 3 001 w 0
veya
—10 -1 |u -0
1 01 v| =10
2 21 w 0

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsayilar
matrist ve ona denk olan matris

-10-1:0 101:0 101:0
. e1:ar——1lan . E4:02<03 1 -
1 01 :0 ~ 000:0 ~ 015:0
e2:a2—a2+al E5:02— 502
. egiag—ag+2oq . 2 .

2 21 :0 021:0 000:0
bulunur. Buna gore w = 2s denirse v = —s ve u = —2s olur. Buna
gore

—2s —2
2s 2

olur.
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o t3 =23 i¢iny = (p,q,r) olmak tizere

10 -1
121
22 3

100
-31010
001

o o O

veya

-2 0 —-1| (p 0
1 -1 1 qgl = 10
2 2 0 T 0

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsaiylar
matrisi ve ona denk olan matris

-2 0 —-1:0 1-11:0 1 -1 1
. £1:001 <> . 64:042—>_71042 -
1 -1 1 :0 ~ 0—-21:0 ~ 01 = :
gg:ag—an+201 e5:a3—a3—2a 2
. eziaz—agtay . .
2 2 0 :0 2 0 1:0 0 2 —1:
10 5 :0
gq:001 —a1t+a2 _1 -
e5:a3—a3—2as
000 :0
bulunur. Buna gére r = 2s denirse ¢ = s ve p = —s olur. Buna gore
—S -1
B=|s|=s|1
2s 2

O halde ¢y 0z degerine karsilhk gelen 0z vektorlerin kiimest

olur.
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Tanim 3.4.26 Bir n x n tipinde A matrisi i¢in det (A — t.1,,) determinan-
tina A min karakteristik polinomu (t cinsinden), det (A —t.I,,) = 0 den-
klemine ise A nan karakteristik denklemi ady verilir.

Ornek 3.4.27
2 —1

01

verilsin. O zaman A mn karakteristik polinomu

2—t —1 )
det (A —tlp) = =2 —3t+2
0 1—¢
ve karakteristik denklems
2 —3t+2=0
seklindedir.
Ornek 3.4.28
1 2 -1
A=11 0 1
4 —4 5

verilsin. O zaman A mn karakteristik polinomu

11—t 2 -1
det(A—tlh)=| 1 —t 1 |=t*—62+11t—6

ve karakteristik denklems
B2 =62+ 11t —6=0
seklindedir.

Teorem 3.4.29 A, n x n tipinde bir matris olsun. A nin 6z degerleri A nin
karakteristik polinomunun reel kékleridir.
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Teorem 3.4.30 (Cayley-Hamilton) Her matris kendi karakteristik poli-
nomunun bir kokiidir. Agk bir ifadeyle bir A kare matrisinin karakteristik
polinomu

pa(t) =t"+ a1t Y+ .+ agt + ag
ise pa (A) =0 dir, yani

pa(A)=A"+a, A"+ .+ aA+apl, =0,

dir.
Uyar1 3.4.31 Genel olarak

pa(t) =t"+ a1t Y+ +agt + ag

n. mertebeden bir A kare matrisinin karakteristik polinomu ise

-1
Al = — (A" a1 A2+ A+ aldy)
0

formiilii ile A~' bulunabilir.

Ornek 3.4.32
35
27

matrisinin tersini Cayley-Hamilton teoremini kullanarak bulalim. Buna gére
karakteristik polinom

A:

5
det (A —tI,) = =1 — 10t + 11
2 T7T—t
seklindedir. Dolayisiyla A matrisi bu polinomun bir kokidir

A% —10A+ 111, = 0,

ve
1 —1|3—-10 5
At =—(A-10L) = —
1 W2 710
oldugundan
a7 =5
Al |1 T
-2 3
11

elde edilir.
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.4 Boliim sonu aligtirmalar:

. L:R?* — R, L(x,y) = 3z + 2y doniigiimiiniin lineer oldugunu gos-
teriniz.

L:R>—R3 L(x,y,2) = (z — z,y, 2z) doniigiimiiniin lineer oldugunu
gosteriniz.

. Vve W reel (ya da kompleks) vektor uzaylari ve L : V — W déniigtimii
icin eger L (0) # 0 olursa L lineer bir déniigiim olabilir mi?

L:R — R® L(z,y,2) = (z,y,0) doniisiimiiniin lineer oldugunu
gosteriniz. Bu dontistimii geometrik olarak yorumlayimiz.

Diizlemin her bir noktasini O noktasi etrafinda 6 radyan diindiiren
L:R* —R?* L(z,y) = (zcosh — ysind, zsinfd + y cos )
doniigiimiiniin lineer oldugunu gosteriniz.

AeR've L : R — R i¢gin L(X) = AX fonksiyonunun lineer
oldugunu gosteriniz.

L:R* — R,
L (21, 29,23, 24) = (¥1 + T3, Ty + Ty, T1 — Ty, Ty — Ty, T1 — Ta)

seklinde tanimlanan L lineer doniigiimii verilsin. (1,1,0,0, —1) vektorii
L nin goriintii uzay1 icerisinde midir?

L :R* — R? lineer doniistimii
L (21,29, 23, 24) = (221 + 223 — 224, X1 + T3 + T4, —T1 + T2 — 224)
seklinde tanimlansin. L (R*) altuzaymm elde edip boyutunu bulunuz.
L :R* — R? lineer doniistimii
L (1,29, x3,24) = (21 + xo + 224, 1 + 229 — T3 + 3T4, T2 — T3 + T4)

seklinde tammmlansin. L (R*) altuzayimi elde edip boyutunu bulunuz.



116

10

11.

12.

13.

14.

15.

BOLUM 3 VEKTOR UZAYLAR1

L : R" — R, L(xy,29,...,2,) = x;, 1 < i < n olacak sekilde ver-
ilen L; doniisiimiiniin lineer oldugunu gosteriniz. (L; doniigtimiine ¢ nci
koordinat fonksiyonu da denilmektedir.)

Asagida verilen lineer doniisiimlerin rankimi bulunuz:

(a) L:R? — R% L(z,y,2) = (22 — 2,2 — 3y) ;
(b) L:R? — R’ L(x,y) = (v —y. 22,2 +y);
(C) L:R3—>R3,L(x,y,z):(x—y,:c—i—y,o).

L:R* — R® L(x,y) = (6x+y,4x — 2y, —4x) seklinde tammh L
lineer doniistimii verilsin. R? nin Sg> = {(1,1),(0,1)} ve R? {in Sgs =
{(-1,0,1),(1,0,1),(3,2,0)} bazlarina gore L doniistimiine kargilik ge-
len matrisi bulunuz.

L:R> — R? L(z,y,2) = (22 — z,2 — 3y) seklinde tammh L lineer
déniigiimii verilsin. R?® iin Sgs = {(1,—1,0),(0,—1,0),(0,1,2)} ve R?
nin Sg2 = {(2,5),(1,2)} bazlarina gore L doniigiimiine kargilik gelen
matrisi bulunuz.

R3 standart reel vektor uzaymin Sgs = {(1,1,0), (0, —1,0),(0,0,2)} ve
R? vektor uzaymin Sgz = {(0,—1),(3,0)} bazlar verilsin. Buna gore

31 0
20 -1

icin Sgs ve Sg2 bazlarma gore A matrisinin belirttigi lineer doniigiimii
bulunuz.

L:R* — R3 L(z,y) = (—z+y,x— 2y, —3z) lineer doniigiimii ver-
ilsin.
(a) a=(-1,2)icin L (o) vektoriinii bulunuz.

(b) Sge = {(2,1),(3,1)} ve Sps = {(1,1,1),(-1,0,-1),(1,1,2)} ba-

zlarina gore L nin matrisini bulunuz.

(c) « vektoriiniin Sgz bazina gore bilegenlerinin matrisini bulunuz.
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16.
—10 14

-7 11

matrisinin 6z degerlerini ve 6z vektorlerini hesaplayimiz.

17.
10 -1
A=112 1
22 3

matrisinin 6z degerlerini ve 6z vektorlerini hesaplayimiz.

18. A, 2x2 tipinde bir matris olsun. A nin karakteristik polinomu p4 olmak

lizere .
pa(t)=1* —Iz(A)t +det A

oldugunu gosteriniz.

19. A, 3x3 tipinde bir matris olsun. A nin karakteristik polinomu p4 olmak

lzere . .
pa(t) =1 — [2(A)t* + [z (adjA) t + det A

oldugunu gosteriniz.



