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2 BÖLÜM 1 KAYNAKÇA VE ÖN BILGILER

Ön Bilgiler

Bu ders notu boyunca aşa¼g¬daki gösterimler kullan¬lacakt¬r:

1. N ile do¼gal say¬lar kümesi;

2. Z ile tam say¬lar kümesi;

3. R ile reel say¬lar kümesi;

4. C ile kompleks say¬lar kümesi;

5.     ile reel ya da kompleks skalerler;

6.  (alfa)  (beta)  (gama)  (delta)  (epsilon),  (varepsilon) 
(zeta)  (eta)  (teta)  (lamda)  (ksi)  (pi)  (ro),  (sigma),
 (…)  (var…)  gibi (küçük) Yunan har‡eri ile vektörlerin yan¬ s¬ra
matrislerin sat¬r veya sütunlar¬;

7.    ile matrisler;

8. det ile  matrisinin determinant¬;

9.     ile yaln¬zca üç boyut için bilinmeyen, de¼gi̧sken ya da koordinat
fonksiyonlar¬;

10. 1 2 3 4  ile yüksek boyutlarda bilinmeyen, de¼gi̧sken ya da koor-
dinat fonksiyonlar¬;

11. UVW  ile vektör uzaylar¬ gösterilecektir.

Aritmetik ·I̧slemler

 (+ ) = + 







=








+




=

+ 






=









·I̧saret Kurallar¬

¡ (¡) = 
¡


= ¡

=



¡
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S¬f¬r S¬f¬r ile bölme tan¬ml¬ de¼gildir.

 6= 0 ise
0


= 0 0 = 1 0 = 0

Binom Teoremi Herhangi bir pozitif  say¬s¬ için

(+ ) =  + ¡1+
 (¡ 1)

12
¡22 +

 (¡ 1) (¡ 2)

123
¡33 +

++ ¡1 + 

Örne¼gin,

(+ )2 = 2 + 2+ 2 (¡ )2 = 2 ¡ 2+ 2

(+ )3 = 3 + 32+ 32 + 3 (¡ )3 = 3 ¡ 32+ 32 ¡ 3

n  1, Tamsay¬lar¬n Kuvvetlerinin Farklar¬

 ¡  = (¡ )
¡
¡1 + ¡2+ ¡32 + + ¡2 + ¡1

¢

Örne¼gin,

2 ¡ 2 = (¡ ) (+ )

3 ¡ 3 = (¡ ) (2 + + 2)

4 ¡ 4 = (¡ ) (3 + 2+ 2 + 3)

Polinom Fonksiyonu

 () = 0 + 1+ 2
2 + + 



şeklinde tan¬ml¬ fonksiyona polinom;  say¬s¬na polinomun derecesi ;  kat-
say¬s¬na polinomun başkatsay¬s¬ denir. Burada 0 1 2   katsay¬lar¬ reel
ya da kompleks skalerlerdir.

Toplam (
P

) ve Çarp¬m (
Q
) Sembolleri

 = 1 2   2 N ve  de¼gerleri reel ya da kompleks skalerler olmak üzere

0 + 1 + 2 + +  =
X

=0





4 BÖLÜM 1 KAYNAKÇA VE ÖN BILGILER

ve

012 =
Y

=0



Kompleks Say¬lar
Bir kompleks say¬ reel skalerlerin bir ( ) ikilisinden ibarettir. Kompleks

say¬lar kümesini C ile gösterelim. Bu say¬lar aras¬nda eşitlik, toplama ve
çarpma gibi i̧slemler

1. ( ) = ( ),  =  ve  = 

2. ( ) + ( ) = (+  + ) 

3. ( ) ( ) = (¡   + )

şeklinde tan¬mlan¬r. Her  reel skaleri ayn¬ zamanda bir ( 0) kompleks
say¬d¬r. (0 1) kompleks say¬s¬ i ile gösterilirse

i2 = ii = (0 1) (0 1) = ¡1

ve i =
p
¡1 bulunur. Herhangi bir  = ( ) kompleks say¬s¬

 = ( ) = ( 0) + (0 ) = ( 0) + ( 0) (0 1) = + i

şeklinde yaz¬labilir. Burada  ´ Re  ve  ´ Im  olarak ifade edilip  kom-
pleks say¬s¬n¬n reel ve imajiner k¬s¬mlar¬ olarak adland¬r¬l¬r.

Bir  = + i kompleks say¬s¬n¬n eşleni¼gi

¹ = ¡ i

şeklinde tan¬mlan¬r. Burada ¹ = 2 + 2 dir. Ayr¬ca  mutlak de¼geri

jj =
p
¹ =

p
2 + 2

olup, R2 de ( ) vektörünün uzunlu¼guna (normuna) kaŗs¬l¬k gelir (bak¬n¬z
Bölüm 3.2.4).



Bölüm 2

Lineer Denklem Sistemleri

2.1 Matrisler

2.1.1 Tan¬mlar ve gösterimler

Tan¬m 2.1.1  = f1 2 g ve  = f1 2  g olsun.  £  kartezyen
kümesinden reel ya da kompleks say¬lar kümesine tan¬ml¬ bir fonksiyona£
tipinde (£ biçiminde) bir matris denir. £ ye de matrisinmertebesi
ad¬ verilir.

Gösterim 2.1.2  : £ ¡! R (ya da  :  £  ¡! C) fonksiyonunun
verilmesi demek her ( ) 2  £  için  ( ) elemanlar¬n¬n verilmesi de-
mektir.  ( ) =  diyelim. Bundan sonra  fonksiyonu

2
6666664

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

3
7777775
£

(2.1)

şeklinde veya k¬saca  = [ ]£ ile gösterilecektir.

Tan¬m 2.1.3  say¬lar¬n¬n her birine  matrisinin bir eleman¬ denir.
Ayr¬ca

1 2  

5



6 BÖLÜM 2 LINEER DENKLEM SISTEMLERI

elemanlar¬n¬n oluşturdu¼gu yatay s¬raya  matrisinin  sat¬r¬ ve

1 2   

elemanlar¬n¬n oluşturdu¼gu dikey s¬raya da  matrisinin  sütunu veya kolonu
denir.

Uyar¬ 2.1.4 Elemanlar¬ reel ya da kompleks olan £  tipinde bir matris
denildi¼ginde akla (2.1) şeklinde bir tablo gelir. Ayr¬ca  matrisinin  sat¬r¬
ve  sütunundaki eleman¬  ile gösterilir.

Örnek 2.1.5

 =

2
6666664

¡1 + i 3¡ 2i 3 + 3i 0 7i 0

1¡ i ¡3 0 4¡ 3i 3¡ 2i 0

0 ¡1 + i ¡1 5¡ i 2¡ 6i 0

¡i 6i 3 0 ¡1 + i 0

3
7777775

şeklinde verilen  matrisi için:

1. Mertebesi 4£ 6 dir;

2. 14 = 16 = 23 = 26 = 31 = 36 = 44 = 46 = 0 dir;

3. 6 sütunu s¬f¬rlardan ibarettir;

4. 11 = ¡21 = 32 = 45 = ¡1 + i dir.

Gösterim 2.1.6 Elemanlar¬ reel (ya da kompleks) olan £ tipindeki tüm
matrislerin cümlesi R

 (veya C
 ) ile gösterilir.

Tan¬m 2.1.7 Yaln¬z bir sütundan oluşan

 =

2
6666664

11

21
...

1

3
7777775
£1
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matrisine sütun matrisi; yaln¬z bir sat¬rdan oluşan

 =
h
11 12  1

i
1£

matrisine ise sat¬r matrisi ad¬ verilir.

Örnek 2.1.8 Aşa¼g¬da sat¬r ve sütun matrislerine örnekler verilmiştir:

 =

2
6666664

1

0

0

1

3
7777775
4£1

ve
 =

h
0 1 + i 1¡ i 0 i

i
1£5



Tan¬m 2.1.9  = []£ ve  = []£ matrisleri için e¼ger her   için

 = 

ise  ve  matrislerine eşittir denir ve  =  ile gösterilir.

·Iki matrisin eşit olmas¬ için mertebelerinin ayn¬ olmas¬ gerekti¼gine dik-

kat edilmelidir.

Örnek 2.1.10

 =

2
4 0 i

3¡ i 1

3
5
2£2

  =

2
4¡ 1 

+ 2i 

3
5
2£2

matrislerinin eşit olmas¬ için     say¬lar¬n¬ bulal¬m. Buna göre

¡ 1 = 0)  = 1 + 2i = 3¡ i)  = 3¡ 3i

ve  = i  = 1 olur.
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2.1.2 Matrislerde toplama ve skalerle çarpma i̧slemi

Tan¬m 2.1.11  = []£ ve  = []£ matrislerinin toplam¬ bu ma-
trislerin karş¬l¬kl¬ bileşenleri toplanarak elde edilen yeni bir matristir. Yani,

+ = [ + ]£

dir.

Mertebeleri farkl¬ olan matrislerin toplam¬ tan¬ml¬ de¼gildir.

Örnek 2.1.12

 =

2
6664

3 i

0 ¡2 + i

4 3

3
7775
2£3

  =

2
6664

¡1 ¡i

5 2¡ i

¡4 ¡3 + i

3
7775
2£3

matrisleri için

+ =

2
6664

3¡ 1 i¡ i

0 + 5 ¡2 + i+2¡ i

4¡ 4 3¡ 3 + i

3
7775
2£3

=

2
6664

2 0

5 0

0 i

3
7775
2£3

olur.

Tan¬m 2.1.13 Bir  = []£ 2 R
 (veya C

 ) ve  2 R (veya C) olmak
üzere []£ 2 R

 (veya C
 ) matrisine  matrisinin  skaleri ile çarp¬m¬

denir ve  ile gösterilir. Böylece



2
6666664

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

3
7777775
£

=

2
6666664

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

3
7777775
£

olur.
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Örnek 2.1.14  = 1¡ i skaleri ve

 =

2
6664

¡i i

0 ¡2 + i

2 ¡1

3
7775
2£3

matrisi için  çarp¬m¬  ile ayn¬ mertebeden

 =

2
6664

¡1¡ i 1 + i

0 ¡1 + 3i

2¡ 2i ¡1 + i

3
7775
2£3

şeklinde bir matris olur.

Tan¬m 2.1.15 Bir  = [ ]£ 2 R
 (veya C

 ) matrisi verilsin. ¡ =
[¡ ]£ 2 R

 (veya C
 ) matrisine  n¬n toplamsal tersi denir.

Uyar¬ 2.1.16 + (¡) yerine k¬saca ¡ yaz¬l¬r.

Matris toplam¬n¬n ve skalar çarp¬m¬n¬n baz¬ özellikleri aşa¼g¬daki teorem-
lerle ispats¬z bir şekilde verilebilir.

Teorem 2.1.17 Her  2 R
 (veya C

 ) matrisleri için aşa¼g¬dakiler
sa¼glan¬r:

1. (+) +  = + ( + ) ;

2. + 0 =  = 0 +;

3. + (¡) = 0 = (¡) +;

4. + =  +;

5. +  =  +  )  =  ve + = +  )  =  dir.

Teorem 2.1.18 Her  2 R
 (veya C

 ) matrisleri ve her   2 R (veya
C) skalerleri için aşa¼g¬dakiler sa¼glan¬r:
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1.  (+) = + ;

2. (+ )  = + ;

3. ()  =  () ;

4. 1 R nin (veya (1 0)  C nin) çarpma işlemine göre birim eleman¬ olmak
üzere 1 =  dir.

Uyar¬ 2.1.19 R
 (veya C

 ) kümesinin bu işlemler ve sa¼glad¬¼g¬ özellikler
sayesinde ileride bir cebirsel yap¬ (yani bir vektör uzay¬) oldu¼gu gösterilecek-
tir.

Tan¬m 2.1.20  ve  do¼gal say¬lar olmak üzere

 =  ise  = 1

 6=  ise  = 0

şeklinde tan¬mlanan  say¬s¬na Kronocker Deltas¬ ad¬ verilir.

Leopold Kronocker (1823-1891). Alman matematikç¬ ve mant¬kç¬.

Resim-1: Leopold Kronocker (1823-1891)



2.1 MATRISLER 11

Örnek 2.1.21  2 f1 2 g olmak üzere

 =

2
6666664

1

2
...



3
7777775
£1

şeklinde verilen 1 2   sütun matrislerini aç¬k olarak yazal¬m:  Kro-
nocker Deltas¬ yard¬m¬yla

1 =

2
6666664

1

0
...

0

3
7777775
£1

 2 =

2
6666664

0

1
...

0

3
7777775
£1

   =

2
6666664

0

0
...

1

3
7777775
£1

elde edilir.

Örnek 2.1.22 C4
1 matrisler kümesinde

 =

2
6666664

3 + 2i

¡7

1¡ 4i

6i

3
7777775

matrisini 12 3 4 vektörleri cinsinden ifade edelim: Bunun için ilk
olarak 2

6666664

3 + 2i

¡7

1¡ 4i

6i

3
7777775
=

2
6666664

3 + 2i

0

0

0

3
7777775
+

2
6666664

0

¡7

0

0

3
7777775
+

2
6666664

0

0

1¡ 4i

0

3
7777775
+

2
6666664

0

0

0

6i

3
7777775
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ve daha sonra

= (3 + 2i)

2
6666664

1

0

0

0

3
7777775
¡ 7

2
6666664

0

1

0

0

3
7777775
+ (1¡ 4i)

2
6666664

0

0

1

0

3
7777775
+ (6i)

2
6666664

0

0

0

1

3
7777775

olur ki bu
 = (3 + 2i)1 ¡ 72 + (1¡ 4i)3 + (6i)4

demektir.

2.1.3 Matrislerde çarpma i̧slemi

Matrislerde toplama i̧slemi fonksiyonlar¬n toplama i̧slemlerinden yararlanarak
Tan¬m 2.1.11 ile ifade edildi. Ancak matrislerde çarpma i̧slemi böyle de¼gildir.

Tan¬m 2.1.23  matrisi  £  tipinde ve  matrisi  £  tipinde olsun.
 = []£ ve  = []£ oldu¼gunu varsayal¬m. ( ) ¬nc¬ bileşeni

 =
X

=1



eşitli¼giyle tan¬ml¬ olan []£ matrisine  ile  matrisinin çarp¬m¬ denir
ve  ile gösterilir.

Uyar¬ 2.1.24 Herhangi  ve  matrisleri için çarp¬m tan¬ml¬ de¼gildir. Bu
matrislerin çarp¬labilir olmas¬ için  n¬n sütun say¬s¬  nin sat¬r say¬s¬na
eşit olmal¬d¬r.

Bu tan¬m k¬saca

[]£ []£ =

"
X

=1



#

£

eşitli¼gi ile verilebilir.
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Örnek 2.1.25 Aşa¼g¬da verilen matrisler çarp¬labilir ise  matrisini bu-
lal¬m.

 =

2
6664

3 1

0 ¡2

4 3

3
7775
3£2

ve  =

2
4 5 ¡2

¡1 0

3
5
2£2

için  n¬n sütun say¬s¬  nin sat¬r say¬s¬na eşit oldu¼gundan bu matrisler
çarp¬labilirdir ve

 =

2
6664

35 + 1 (¡1) 3 (¡2) + 10

0 (5) + (¡2)  (¡1) 0 (¡2) + (¡2) 0

45 + 3 (¡1) 4 (¡2) + 30

3
7775
3£2

=

2
6664

14 ¡6

2 0

17 ¡8

3
7775
3£2

dir.

Örnek 2.1.26  ve  matrisleri çarp¬labilir olsun ve  =  verilsin öyle
ki

 =

2
4 1 0 3

¡1 ¡1 

3
5
2£3

  =

2
6664

¡7

2

5

3
7775
3£1

  =

2
44
10

3
5
2£1



Buna göre  ve  de¼gerlerini bulal¬m. O halde

 =

2
44
10

3
5
2£1

=

2
4 1 (¡7) + 02 + 35

(¡1)  (¡7) + (¡1) 2 +5

3
5
2£1

=

2
4 8

5 + 5

3
5
2£1

yani  = 1 ve  = 2 olur.

Teorem 2.1.27 Matrislerde çarpma işleminin aşa¼g¬daki özellikleri vard¬r:

1.  matrisi  £  tipinde,  matrisi  £  tipinde ve  matrisi  £ 
tipinde olmak üzere

 () = ()

dir.
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2.  matrisi  £  tipinde,  matrisi  £  tipinde ve  matrisi  £ 
tipinde olmak üzere

 ( + ) =  +

dir.

3.  matrisi £  tipinde,  matrisi £ tipinde ve  matrisi £
tipinde olmak üzere

( + ) = + 

dir.

4.  bir skaler ve  matrisi £ tipinde,  matrisi £ tipinde olmak
üzere

() =  () ve  () =  ()

dir.

Uyar¬ 2.1.28 ·Ileride vektör uzaylar¬ konusu anlat¬l¬rken R
 (veya C

) kare-
sel matrislerin kümesi, matris çarp¬m¬n¬n özelliklerinin yan¬ s¬ra matris toplam¬
ve skalerle çarp¬m¬n sahip oldu¼gu özellikler sayesinde cebir ad¬n¬ alacakt¬r.

2.1.4 Bir matrisin transpozu

Tan¬m 2.1.29  matrisi£ tipinde olsun.  n¬n sat¬rlar¬ sütun yap¬larak
elde edilen yeni matrise  n¬n transpozu (ya da devri¼gi) denir ve  ile
gösterilir.

Bu tan¬ma göre

 =

2
6666664

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

3
7777775
£

ise  =

2
6666664

11 21  1

12 22  2

...
...

. . .
...

1 2  

3
7777775
£

dir.
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Uyar¬ 2.1.30 1.  matrisi £  tipinde ise  £ tipindedir;

2.  = []£ ve 
 = [ ]£ ise  =  dir;

3.
¡

¢

=  dir.

Örnek 2.1.31 Aşa¼g¬da verilen matrislerin transpozlar¬n¬ bulal¬m:

 =

2
6664

3 1

0 ¡2

4 3

3
7775
3£2

,  =

2
4 5 ¡2

¡1 0

3
5
2£2

ve  =
h
3 ¡2 4

i
1£3



Buna göre

 =

2
43 0 4

1 ¡2 3

3
5
2£3

,  =

2
4 5 ¡1

¡2 0

3
5
2£2

ve  =

2
6664

3

¡2

4

3
7775
3£1

olur.

Teorem 2.1.32 1.  ve  matrisleri £  tipinde ve  bir skaler ise

(+) =  + ve
¡


¢
= 

dir.

2.  matrisi £ tipinde,  matrisi £ tipinde ise  tan¬ml¬ olup

() = 

dir.

Tan¬m 2.1.33 Bir  matrisi için; e¼ger  =  ise  ya simetrik matris,
 = ¡ ise antisimetrik (veya ters simetrik) matris ad¬ verilir.

Örnek 2.1.34  2 (¡11) olmak üzere aşa¼g¬daki matris simetrik ma-
trislere bir örnektir:

 =

2
6664

cosh  sinh  0

sinh  cosh  0

0 0 1

3
7775
3£3



16 BÖLÜM 2 LINEER DENKLEM SISTEMLERI

Uyar¬ 2.1.35  matrisi üç boyutlu Lorentz-Minkowski uzay¬nda  ¡ 
etraf¬nda  radyan kadarl¬k bir dönme hareketini temsil eder.

Hendrik A. Lorentz (1853-1898). Hollandal¬ …zikçi ve matematikçi. 1902

y¬l¬ Nobel Fizik Ödülü sahibi.

Resim-2: Hendrik A. Lorentz (1853-1898)

Hermann Minkowski (1864-1909). Alman matematikçi.

Resim-3: Hermann Minkowski (1864-1909)

2.1.5 Kare matrisler

Tan¬m 2.1.36 Sat¬r say¬s¬ sütun say¬s¬na eşit olan matrislere kare (ya da
karesel) matris ad¬ verilir. £ tipinde bir kare matrise  inci mertebeden
kare matris denir.
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Örnek 2.1.37 Aşa¼g¬dakiler kare matrislere birer örnekdir:

 = [¡5]1£1   =

2
4 1 ¡1

¡2 1

3
5
2£2

,  =

2
6666664

¡3 2 5 0

0 1 ¡1 3

1 ¡2 3 ¡2

3 0 4 4

3
7777775
4£4



Tan¬m 2.1.38 ¡ inci mertebeden bir kare matriste 11 22   say¬lar¬n¬n
oluşturdu¼gu

(11 22  )

s¬ral¬ say¬ ¡lisine kare matrisin köşegeni denir.

Örnek 2.1.39 Aşa¼g¬da verilen  matrisinin köşegenindeki elemanlar sar¬
renkle gösterilmiştir.

2
6666666664

1 0 1 ¡1 3

5 0 ¡2 3 ¡2

¡1 3 5 0 ¡1

3 ¡2 5 1 1

4 4 ¡1 0 -7

3
7777777775
5£5



Tan¬m 2.1.40 ¡inci mertebeden bir kare matrisin köşegenindeki eleman-
lar¬n¬n tümü 1, köşegen d¬ş¬ndaki elemanlar¬n¬n tümü 0 ise, bu matrise ¡inci
mertebeden birim matris denir ve  ile gösterilir.

Örnek 2.1.41 Aşa¼g¬da farkl¬ mertebelerden birim matris örnekleri verilmiştir:

 = [1]1£1   =

2
41 0

0 1

3
5
2£2

,  =

2
6666664

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

3
7777775
4£4
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ve 2
6666664

1 0  0

0 1  0
...
...

...

0 0  1

3
7777775
£



Uyar¬ 2.1.42 ¡inci mertebeden her  kare matrisi için

 =  = 

oldu¼gu kolayca görülebilir. Ayr¬ca  matrisi £  tipinde ise

 =  ve  = 

oldu¼gunu bir al¬şt¬rma olarak çözebilirsiniz.

Tan¬m 2.1.43 1.  ¡inci mertebeden bir kare matris olmak üzere  6= 
için  = 0 ise  matrisine köşegen matris denir.

2. Bir köşegen matrisin köşegenindeki elemanlar¬ eşit ise bu matrise skaler
matris denir.

3.  = []£ olmak üzere    için  = 0 ise  matrisine üst üçgen
ve    için  = 0 ise  matrisine alt üçgen matris ad¬ verilir.

Daha aç¬k olarak ifade edilirse,

Äş  :

2
6666666664

11 0 0  0

0 22 0  0

0 0 33  0
...

...
...

. . .
...

0 0 0  

3
7777777775
£


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  :

2
6666666664

 0 0  0

0  0  0

0 0   0
...
...
...
. . .

...

0 0 0  

3
7777777775
£



Ä Äç  :

2
6666666664

11 12 13  1

0 22 23  2

0 0 33  3
...

...
...

. . .
...

0 0 0  

3
7777777775
£



 Äç  :

2
6666666664

11 0 0  0

21 22 0  0

31 32 33  0
...

...
...

. . .
...

1 2 3  

3
7777777775
£



Uyar¬ 2.1.44 Birim matris köşegenindeki elemanlar¬ 1 olan bir skaler ma-
tristir. Ayr¬ca hem üst hem de alt üçgen matristir.

2.1.6 Bir matrisin çarpma i̧slemine göre tersi

Tan¬m 2.1.45   ¡  mertebeden bir kare matris olsun.  =  ve
 =  olacak şekilde bir  matrisi varsa bu  matrisine  n¬n çarpmaya
göre tersi denir ve ¡1 ile gösterilir.

Uyar¬ 2.1.46 Yukar¬daki tan¬m sadece karesel matrislerin çarpmaya göre
terslerinin olabilece¼gini ifade eder.

Tan¬m 2.1.47 Bir  kare matrisinin çarpma işlemine göre tersi yoksa bu
matrise singüler (ya da tekil) matris denir.  matrisinin çarpmaya göre
tersi varsa bu durumda  matrisine regüler (ya da tersinir) matris denir.
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Örnek 2.1.48

 =

2
43 5

1 2

3
5
2£2

matrisinin regüler bir matris oldu¼gunu ve tersinin

¡1 =

2
4 2 ¡5

¡1 3

3
5
2£2

oldu¼gunu gösterelim. Bunun için ¡1 ve ¡1 çarp¬mlar¬n¬n 2 matrisine
eşit oldu¼gunu göstermeliyiz, yani

2
43 5

1 2

3
5
2
4 2 ¡5

¡1 3

3
5 =

2
41 0

0 1

3
5

ve 2
4 2 ¡5

¡1 3

3
5
2
43 5

1 2

3
5 =

2
41 0

0 1

3
5

oldu¼gundan  matrisinin çarpmaya göre tersi vard¬r ve

¡1 =

2
4 2 ¡5

¡1 3

3
5
2£2

dir.

Teorem 2.1.49 1.  kare matrisinin çarpmaya göre tersi varsa  ma-
trisinin de çarpmaya göre tersi vard¬r ve

¡

¢¡1

=
¡
¡1

¢

dir.

2.  ¡  mertebeden regüler bir matris ise ¡1 de regülerdir ve
¡
¡1

¢¡1
= 

dir.
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3. ¡  mertebeden  ve  regüler kare matrisleri için  matrisinin
de çarpmaya göre tersi vard¬r ve

()¡1 = ¡1¡1

dir.

Tan¬m 2.1.50  2 R
 regüler matrisi verilsin. E¼ger ¡1 =  oluyorsa

 ya ortogonal matris denir.  2 C
 olmas¬ durumunda  ya kompleks

ortogonal matris ad¬ verilir.

Uyar¬ 2.1.51 Yukar¬daki tan¬ma göre  ortogonal ise  =  =  dir
ve bunun tersi de do¼grudur.

Örnek 2.1.52  2 [0 2] olmak üzere

 =

2
4cos  ¡ sin 

sin  cos 

3
5

matrisinin bir ortogonal matris oldu¼gunu gösterelim. Buna göre

¡1 =

2
4 

 

3
5

olmak üzere

¡1 =

2
4cos ¡ sin  cos ¡ sin 

sin + cos  sin + cos 

3
5 =

2
41 0

0 1

3
5

ve

¡1 =

2
4 cos  +  sin  ¡ sin  +  cos 

 cos  +  sin  ¡ sin  +  cos 

3
5 =

2
41 0

0 1

3
5

için matris eşitli¼gi kullan¬larak kolayca

¡1 =

2
4 cos  sin 

¡ sin  cos 

3
5

oldu¼gu görülebilir. Bu ise ¡1 =  oldu¼gundan  n¬n ortogonal olmas¬
anlam¬na gelir.
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Uyar¬ 2.1.53 Yukar¬daki örnekte verilen

 =

2
4cos  ¡ sin 

sin  cos 

3
5

matrisi reel düzlemde orijin etraf¬nda  radyan kadar bir dönme hareketini
temsil eder.

Tan¬m 2.1.54 Bir  = []£ 2 C
 matrisi için  say¬lar¬n¬n her birinin

eşleni¼gi al¬narak elde edilen matrise  n¬n eşleni¼gi denir ve ¹ ile gösterilir.
K¬saca ¹ = [¹]£ dir.

Örnek 2.1.55

 =

2
4 2 + 3i ¡3 + i 4i

¡2¡ 5i 7 6¡ 3i

3
5
2£3

matrisinin eşleni¼gi

¹ =

2
4 2¡ 3i ¡3¡ i ¡4i

¡2 + 5i 7 6 + 3i

3
5
2£3

olur.

Tan¬m 2.1.56 Bir  2 R
 (veya 2 C

 ) matrisinin baz¬ sat¬r veya sütunlar¬
silinerek elde edilen yeni matrise  n¬n bir altmatrisi denir.

Örnek 2.1.57 Bir önceki örnekte verilen  matrisi için

1 = [2 + 3i]1£1  2 =

2
4 2 + 3i

¡2¡ 5i

3
5
2£1

 3 =

2
4¡3 + i 4i

7 6¡ 3i

3
5
2£2

altmatrislerdir.

Tan¬m 2.1.58 Bir  = []£ 2 R
 (veya 2 C

) kare matrisi için

X

=1



say¬s¬na  n¬n izi denir ve _ şeklinde gösterilir.
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Uyar¬ 2.1.59 Bir kare matrisin izi, bu matrisin köşegenindeki elemanlar¬n
toplam¬d¬r. Kare olmayan matrislerin izi tan¬ml¬ de¼gildir.

Örnek 2.1.60

 =

2
6664

3 ¡1 0

1 2 3

0 3 ¡1

3
7775

matrisi için _ = 3 + 2 + (¡1) = 4 tür.

Teorem 2.1.61  2 R
 (veya 2 C

 ) matrisleri ve  2 R (veya 2 C)
skaleri için aşa¼g¬daki ifadeler sa¼glan¬r:

1. _ (+) = _+ _;

2. _ () =  _;

3. _ () = _ () 

2.1.7 Bir matrisin eşolon formu

Tan¬m 2.1.62  = []£ £ tipinde bir matris olsun. Aşa¼g¬daki özel-
likler sa¼glan¬yor ise  ya sat¬rca indirgenmiş eşolon formda bir matris
denir:

1.  n¬n s¬f¬r sat¬rlar¬ (bütün elemanlar¬ s¬f¬r olan sat¬rlar¬) varsa bunlar
matrisin en alt sat¬rlar¬d¬r.

2. S¬f¬rdan farkl¬ bir sat¬r¬n soldan itibaren s¬f¬rdan farkl¬ ilk eleman¬ 1
dir. Bu elemana ilgili sat¬r¬n ilk 1 i denir.

3. S¬f¬rdan farkl¬ her bir sat¬r için, ilk 1 bir önceki sat¬rlar¬n herhangi ilk
1 lerinin sa¼g¬nda ve alt¬nda yer al¬r.

4. Bir sütun bir ilk 1 içeriyorsa bu sütundaki di¼ger bütün elemanlar s¬f¬rd¬r.

Sat¬rca indirgenmi̧s eşolon formundaki bir matris, bu matrisin üst sol
köşesinden azalan ilk 1 lerin bir merdiven (eşolon) örne¼gi olarak oluşur.
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Uyar¬ 2.1.63 1. Yukar¬daki tan¬mda 1,2,3 özelliklerini sa¼glayan  £ 
tipindeki bir matrise sat¬rca eşolon formdad¬r denir.

2. Bu tan¬mlarda hiç s¬f¬r sat¬r¬ olmayabilir.

3. Benzer tan¬m sütunca indirgenmiş eşolon form ve sütunca eşolon form
için de yap¬labilir.

Örnek 2.1.64 2
6666664

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

3
7777775

matrisi sat¬rca indirgenmiş eşolon formdad¬r.

Örnek 2.1.65 2
41 3 0

0 0 1

3
5

matrisi sat¬rca indirgenmiş eşolon formdad¬r.

Örnek 2.1.66 2
6664

1 2 0 0 1

0 0 1 2 3

0 0 0 0 0

3
7775

matrisi sat¬rca indirgenmiş eşolon formdad¬r.

Örnek 2.1.67 2
6666666664

1 5 0 2 ¡2 4

0 1 0 3 4 8

0 0 0 1 7 ¡2

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

3
7777777775
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şeklinde verilen matrisin 2. ve 3. sütunun ilk 1 i d¬ş¬nda s¬f¬rdan farkl¬ el-
emanlar¬ vard¬r ve dolay¬s¬yla sat¬rca eşolon formdad¬r. (Yukar¬da verilen
tan¬m¬n 4 numaral¬ özelli¼gi sa¼glanmamaktad¬r.)

Örnek 2.1.68 2
6666666664

0 0 1 3 5 7 9

0 0 0 0 1 ¡2 3

0 0 0 0 0 1 2

0 0 0 0 0 0 1

0 0 0 0 0 0 0

3
7777777775



şeklinde verilen matrisin 5. 6. ve 7. sütunlar¬ ilk 1 d¬ş¬nda s¬f¬rdan farkl¬
elemanlara sahiptir ve dolay¬s¬yla sat¬rca eşolon formdad¬r. (Yukar¬da verilen
tan¬m¬n 4 numaral¬ özelli¼gi sa¼glanmamaktad¬r.)

Örnek 2.1.69 2
40 5 2

0 0 1

3
5

şeklinde verilen matrisin 1. sat¬r 2. sütundaki eleman 5 oldu¼gundan ne sat¬rca
indirgenmiş eşolon ne de sat¬rca eşolon formdad¬r. (Yukar¬da verilen tan¬ma
göre 1. sat¬r bir ilk 1 e sahip de¼gildir.)

Örnek 2.1.70 2
6664

3 2 4 0 1 6

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

3
7775

şeklinde verilen matrisin 1. sat¬r 1. sütundaki eleman 3 oldu¼gundan ne sat¬rca
indirgenmiş eşolon ne de sat¬rca eşolon formdad¬r. (Yukar¬da verilen tan¬ma
göre 1. sat¬r bir ilk 1 e sahip de¼gildir.)

Örnek 2.1.71 2
6666664

1 0 4 1 ¡3 6

0 1 7 0 2 9

0 3 0 3 0 0

0 0 0 1 0 0

3
7777775
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şeklinde verilen matrisin 3. sat¬r 2. sütunundaki eleman 3 oldu¼gundan ne
sat¬rca indirgenmiş eşolon ne de sat¬rca eşolon formdad¬r. (Yukar¬da verilen
tan¬ma göre 3. sat¬r bir ilk 1 e sahip de¼gildir.)

2.1.8 Elemanter operasyonlar

Bir  2 R
 (ya da 2 C

 ) matrisinin sat¬rlar¬n¬ 1 2 3  ve sütunlar¬n¬
1 2 3  ile gösterelim. Buna göre a̧sa¼g¬daki tan¬m verilebilir:

Tan¬m 2.1.72 Bir  2 R
 (ya da 2 C

 ) matrisi üzerinde tan¬mlanan
aşa¼g¬daki işlemlere matrisler için elemanter sat¬r (sütun) operasyonu
denir ve  ile gösterilir:

1.  2 R
 (ya da 2 C

 ) matrisinin herhangi iki sat¬r¬n¬ (veya sütununu)
kendi aralar¬nda yer de¼giştirmek,  :  $ ;

2.  2 R
 (ya da 2 C

 ) matrisinin herhangi iki sat¬r¬n¬ (veya sütununu)
s¬f¬rdan farkl¬ bir say¬ ile çarpmak,  :  ! ;

3.  2 R
 (ya da 2 C

 ) matrisinin herhangi bir sat¬r¬n¬ (veya sütununu)
bir say¬ ile çarp¬p di¼ger bir sat¬r¬na (veya sütununa) eklemek,  :  !
 + 

Tan¬m 2.1.73 Bir  matrisine sonlu say¬da sat¬r (sütun) elemanter op-
erasyonu uygulanarak bir  matrisi elde ediliyorsa  ve  matrislerine sat¬rca
(sütunca) denk matrisler ad¬ verilir ve  ¼  ile gösterilir.

Örnek 2.1.74

 =

2
6664

1 2 4 3

2 1 3 2

1 ¡1 2 3

3
7775 ve  =

2
6664

2 4 8 6

1 ¡1 2 3

5 ¡2 9 11

3
7775

matrisleri sat¬rca denktir. Gerçekten de, s¬ras¬yla,
2
6664

1 2 4 3

2 1 3 2

1 ¡1 2 3

3
7775

1:1!21¼

2
6664

2 4 8 6

2 1 3 2

1 ¡1 2 3

3
7775

2:2$3¼

2
6664

2 4 8 6

1 ¡1 2 3

2 1 3 2

3
7775
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3:3+32¼

2
6664

2 4 8 6

1 ¡1 2 3

5 ¡2 9 11

3
7775

elemanter sat¬r operasyonlar¬ uygulanm¬şt¬r.

Örnek 2.1.75

 =

2
6666664

0 2 3 ¡4 1

0 0 2 3 4

2 2 ¡5 2 4

2 0 ¡6 9 7

3
7777775

matrisinin sat¬rca indirgenmiş eşolon formunu elemanter operasyonlar yard¬m¬yla
bulal¬m.

1:3! 1
2
3

¼

2
6666664

0 2 3 ¡4 1

0 0 2 3 4

1 1 ¡5
2

1 2

2 0 ¡6 9 7

3
7777775

2:4!4¡23¼

2
6666664

0 2 3 ¡4 1

0 0 2 3 4

1 1 ¡5
2

1 2

0 ¡2 ¡1 7 3

3
7777775

3:1! 1
2
1

¼

2
6666664

0 1 3
2
¡2 1

2

0 0 2 3 4

1 1 ¡5
2

1 2

0 ¡2 ¡1 7 3

3
7777775

4:3!3¡1¼
5:4!4+21

2
6666664

0 1 3
2
¡2 1

2

0 0 2 3 4

1 0 ¡4 3 3
2

0 0 2 3 4

3
7777775

6:4!4¡2¼

2
6666664

0 1 3
2
¡2 1

2

0 0 2 3 4

1 0 ¡4 3 3
2

0 0 0 0 0

3
7777775

7:2! 1
2
2

¼

2
6666664

0 1 3
2
¡2 1

2

0 0 1 3
2

2

1 0 ¡4 3 3
2

0 0 0 0 0

3
7777775



28 BÖLÜM 2 LINEER DENKLEM SISTEMLERI

8:1!1¡ 3
2
2

¼
9:3!3+42

2
6666664

0 1 0 ¡17
4

¡5
2

0 0 1 3
2

2

1 0 0 9 19
2

0 0 0 0 0

3
7777775

10:1$3¼
11:2$3

2
6666664

1 0 0 9 19
2

0 1 0 ¡17
4

¡5
2

0 0 1 3
2

2

0 0 0 0 0

3
7777775


Uyar¬ 2.1.76 1. Her matris kendisine denktir.

2. E¼ger ,  ya sat¬rca denk ise  da  ye sat¬rca denktir.

3. E¼ger   ye sat¬rca denk;  de  ya sat¬rca denk ise  de  ya sat¬rca
denktir.

Teorem 2.1.77 Her s¬f¬rdan farkl¬£ tipindeki  = [] matrisi, sat¬rca
(sütunca) eşolon formdaki bir matrise sat¬rca (sütunca) denktir.

Teorem 2.1.78 Her s¬f¬rdan farkl¬£ tipindeki  = [] matrisi, sat¬rca
(sütunca) indirgenmiş eşolon formdaki bir tek matrise sat¬rca (sütunca) denk-
tir.

Uyar¬ 2.1.79 Bir matrisin sat¬rca eşolon formunun tek olmad¬¼g¬na dikkat
ediniz.

Tan¬m 2.1.80 Bir birim matrise bir tane elemanter operasyon uygulanarak
elde edilen matrise elemanter matris denir.

Örnek 2.1.81 Aşa¼g¬da elemanter matris örnekleri verilmiştir:

2
41 0

0 1

3
5 :2!2+1¼

2
41 0

1 1

3
5

2
6664

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3
7775

:1$3¼

2
6664

0 0 1

0 1 0

1 0 0

3
7775
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2
6666664

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

3
7777775

:3!¡53¼

2
6666664

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 ¡5 0

0 0 0 1

3
7777775

Teorem 2.1.82 Elemanter matrisler regüler matrislerdir, yani

( ())
¡1 = ¡1 ()

dir.

Örnek 2.1.83 Yukar¬daki örnekte verilen

 =

2
41 0

1 1

3
5 =  (2)

matrisini ele alal¬m. Buna göre

¡1 = ¡12 = ¡1

0
@
2
41 0

0 1

3
5
1
A ¡1:2!2¡1¼

2
4 1 0

¡1 1

3
5

olur ki

¡1 =

2
4 1 0

¡1 1

3
5

bulunur. Benzer şekilde

 =

2
6664

0 0 1

0 1 0

1 0 0

3
7775 =  (3)

için

¡1 = ¡13 = ¡1

0
BBB@

2
6664

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3
7775

1
CCCA

¡1:3$1¼

2
6664

0 0 1

0 1 0

1 0 0

3
7775
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olup

¡1 =

2
6664

0 0 1

0 1 0

1 0 0

3
7775 = 

elde edilir.

Uyar¬ 2.1.84 Yukar¬daki örnekte  = ¡1 oldu¼guna dikkat ediniz. Böyle
matrislere involutif (kendine dönük) matrisler ad¬ verilir. Ayr¬ca  2 Z
için  = 0 şart¬n¬ sa¼glayan  kare matrisine ise nilpotent matris (s¬f¬r
güçlü) ad¬ verilir.

2.1.9 Elemanter operasyonlar¬n uygulamalar¬

Bir matrisin tersinin bulunmas¬

Teorem 2.1.85  = []£ matrisi ve  n¬n sat¬rca indirgenmiş eşolon
formu olan  matrisi verilsin. O halde

 = ¡11

olacak şekilde 1   elemanter matrisleri vard¬r ve

 = ¡11 ¡1 

şeklinde çarpanlar¬na ayr¬labilir.

Sonuç 2.1.86  £  matrisi  matirisine sat¬rca denk olsun. Yani

 =  () 1 ()

olsun. Bu durumda ters matris tan¬m¬ndan

¡1 =  () 1 () (2.2)

dir.

 £  matrisi  matirisine sat¬rca denk olsun. Yani

 (2 (1 ())) = 
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olsun. Şimdi   1 elemanter operasyonlar¬ [ : ]matrisine uygulayal¬m.
Bu durumda

 (2 (1 [ : ])) = [ (2 (1)) :  (2 (1))] (2.3)

yaz¬labilir. (2.2) ve (2.3) eşitliklerinden
·

...

¸
¼
·

...¡1

¸

elde edilir.

Örnek 2.1.87

 =

2
6664

2 ¡1 0

0 1 2

3 1 3

3
7775

matrisinin tersini bulal¬m. Bunun için

[ : 3] ¼

2
6664

2 ¡1 0
... 1 0 0

0 1 2
... 0 1 0

3 1 3
... 0 0 1

3
7775

1:1!1¡3¼

2
6664

¡1 ¡2 ¡3 ... 1 0 ¡1

0 1 2
... 0 1 0

3 1 3
... 0 0 1

3
7775

2:1!¡1¼

2
6664

1 2 3
... ¡1 0 1

0 1 2
... 0 1 0

3 1 3
... 0 0 1

3
7775

3:1!3¡31¼

2
6664

1 2 3
... ¡1 0 1

0 1 2
... 0 1 0

0 ¡5 ¡6 ... 3 0 ¡2

3
7775

4:1!1¡22¼

2
6664

1 0 ¡1 ... ¡1 ¡2 1

0 1 2
... 0 1 0

0 ¡5 ¡6 ... 3 0 ¡2

3
7775

5:3!3+52¼

2
6664

1 0 ¡1 ... ¡1 ¡2 1

0 1 2
... 0 1 0

0 0 4
... 3 5 ¡2

3
7775

6:3! 1
4
3

¼

2
6664

1 0 ¡1 ... ¡1 ¡2 1

0 1 2
... 0 1 0

0 0 1
... 3

4
5
4

¡1
2

3
7775
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7:2!2¡23¼

2
6664

1 0 ¡1 ... ¡1 ¡2 1

0 1 0
... ¡3

2
¡3
2

1

0 0 1
... 3

4
5
4

¡1
2

3
7775

8:1!1+3¼

2
6664

1 0 0
... ¡1

4
¡3
4

1
2

0 1 0
... ¡3

2
¡3
2

1

0 0 1
... 3

4
5
4

¡1
2

3
7775

bulunur. O halde

¡1 =

2
6664

¡1
4

¡3
4

1
2

¡3
2

¡3
2

1

3
4

5
4

¡1
2

3
7775 =

1

4

2
6664

¡1 ¡3 2

¡6 ¡6 4

3 5 ¡2

3
7775 

Örnek 2.1.88

 =

2
6664

1 2 1

3 7 4

2 ¡1 3

3
7775

matrisinin tersini bulal¬m. Bunun için

[ : 3] ¼

2
6664

1 2 1
... 1 0 0

3 7 4
... 0 1 0

2 ¡1 3
... 0 0 1

3
7775

1:2!2¡31¼
2:3!3¡21

2
6664

1 2 1
... 1 0 0

0 1 1
... ¡3 1 0

0 ¡5 1
... ¡2 0 1

3
7775

3:1!1¡22¼
4:3!3+52

2
6664

1 0 ¡1 ... 7 ¡2 0

0 1 1
... ¡3 1 0

0 0 6
... ¡17 5 1

3
7775

5:3! 1
6
3

¼

2
6664

1 0 ¡1 ... 7 ¡2 0

0 1 1
... ¡3 1 0

0 0 1
... ¡17

6
5
6

1
6

3
7775

6:2!2¡3¼
7:1!1+3

2
6664

1 0 0
... 25

6
¡7
6

1
6

0 1 0
... ¡1

6
1
6

¡1
6

0 0 1
... ¡17

6
5
6

1
6

3
7775

bulunur. O halde

¡1 =

2
6664

25
6

¡7
6

1
6

¡1
6

1
6

¡1
6

¡17
6

5
6

1
6

3
7775 
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Uyar¬ 2.1.89 Elemanter işlemlerin pratik uygulamalar¬ aşa¼g¬daki gibi s¬ralan-
abilir:

1. Bir matrisinin sat¬rca indirgenmiş eşolon formunu bulmak.

2. Elemanter matrisler elde etmek.

3. Matrisleri çarpanlar¬na ay¬rmak.

4. Bir regüler matrisin tersini bulmak.

5. Vektör kümelerinin lineer ba¼g¬ms¬z olup olmad¬¼g¬n¬ tespit etmek (ileride
verilecektir).

6. Lineer denklem sistemlerinin çözümünü bulmak (ileride verilecektir).

7. Bir kare matrisin determinant¬n¬ hesaplamak (ileride verilecektir).

2.1.10 Bölüm sonu al¬̧st¬rmalar¬

1.

 =

2
4 2 3

¡1 4

3
5 ve  =

2
40 1

5 3

3
5

matrisleri için  +   ¡   +       matrislerini
bulunuz.

2.

 =

2
6664

3

1

¡2

3
7775 ve  =

2
6664

1

4

3

3
7775

olmak üzere  ve  matrislerini bulunuz.

3.  6= 0 ve  6= 0 ve  = 0 olmak üzere  ve  matrislerini bulunuz.

4.  2 R ve  2 Z+ olmak üzere
2
4cos  ¡ sin 

sin  cos 

3
5


=

2
4cos  ¡ sin 

sin  cos 

3
5

oldu¼gunu gösteriniz.
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5.   £  tipinde bir matris olmak üzere (¡) = ¡ oldu¼gunu
gösteriniz.

6.  £  tipinde her  matrisi için  ve  matrislerinin simetrik
oldu¼gunu gösteriniz.

7. Simetrik bir  matrisinin transpozunun da simetrik oldu¼gunu gös-
teriniz.

8.  matrisi simetrik olsun.  n¬n çarpmaya göre tersi varsa ¡1 ma-
trisinin de simetrik oldu¼gunu gösteriniz.

9.  ortogonal bir matris ise  matrisinin de ortogonal oldu¼gunu gös-
teriniz.

10.  mertebeden birim matris  ile gösterildi¼gine göre  = []£
oldu¼gunu gösteriniz.

11.  2 C
 olmak üzere + = + oldu¼gunu gösteriniz.

12.  2 C ve  2 C
 olmak üzere  =  oldu¼gunu gösteriniz.

13.  2 C
1 olmak üzere 


 ve 


matrislerini bulunuz.

14.  ve, mertebeden üst üçgen matrisler ise+ ve matrislerinin
de üst üçgen matris oldu¼gunu gösteriniz.

15. Aşa¼g¬daki matrislerin çarpmaya göre terslerinin bulunup bulunmad¬¼g¬n¬
gösteriniz. Varsa bulunuz.

(a) 2
43 5

1 2

3
5 

(b) 2
42 3

4 ¡5

3
5 
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(c) 2
6664

1 1 0

0 2 0

1 0 1

3
7775 

(d) 2
6664

3 ¡1 0

0 1 2

1 3 2

3
7775 

16.

 =

2
6664

¡3 1 2

4 0 1

0 1 3

3
7775

oldu¼guna göre ¡1 varsa bu matrisi elementer sat¬r i̧slemlerinden yarar-
lanarak bulunuz.

17.

 =

2
6664

¡1 3 0

2 1 4

0 1 2

3
7775

oldu¼guna göre ¡1 varsa bu matrisi elementer sat¬r i̧slemlerinden yarar-
lanarak bulunuz.

18.

 =

2
6666664

3 ¡1 1 ¡1

1 ¡1 5 0

0 1 3 0

3 0 3 ¡1

3
7777775

oldu¼guna göre ¡1 varsa bu matrisi elementer sat¬r i̧slemlerinden yarar-
lanarak bulunuz.



36 BÖLÜM 2 LINEER DENKLEM SISTEMLERI

19.  6= 0 ve  2 R olmak üzere aşa¼g¬da verilen matrislerin her birinin bir el-
ementer matris oldu¼gunu gösteriniz. Bu elementer matrisleri elde etmek
için kullan¬lan elementer operasyonlar¬ belirtiniz. Her birinin çarpmaya
göre tersini bulunuz.

(a) 2
40 1

1 0

3
5 

(b) 2
41 0

 1

3
5 

(c) 2
41 

0 1

3
5 

(d) 2
4 0

0 1

3
5 

(e) 2
41 0

0 

3
5 

20. 2
6666664

¡2 0 4 ¡6 1 ¡5

2 1 ¡3 8 0 1

¡3 0 6 ¡9 1 ¡7

2 0 ¡4 6 0 4

3
7777775

olsun.  matrisine sat¬rca denk olan, sat¬rca indirgenmi̧s eşolon ma-
trisini bulunuz.
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21. 2
6666664

3 6 2 ¡1 4

¡1 ¡2 1 7 ¡3

1 2 1 1 1

4 8 5 8 3

3
7777775

olsun.  matrisine sat¬rca denk olan, sat¬rca indirgenmi̧s eşolon ma-
trisini bulunuz.

2.2 Determinantlar

2.2.1 Determinant fonksiyonu ve özellikleri

Tan¬m 2.2.1 Her  = []£ 2 R
 (ya da 2 C

) kare matrisine bir reel
(ya da kompleks) skaler karş¬l¬k getiren ve det jj ya da

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

sembollerinden biri ile gösterilen determinant fonksiyonu aşa¼g¬daki özel-
likleri sa¼glar:

1.  n¬n determinant¬ ile  nin determinant¬ ayn¬d¬r.

2. Bir determinantta herhangi iki sat¬r veya sütun yer de¼giştirirse deter-
minant¬n işareti de¼gişir.

3. Bir determinantta herhangi iki sat¬r (veya sütun) ayn¬ ise determinan-
t¬n de¼geri s¬f¬rd¬r.

4. Bir determinantta herhangi iki sat¬r¬ (veya sütunu) belli bir say¬ ile
çarpmak demek determinant¬ o say¬ ile çarpmak demektir. Bunun bir
sonucu olarak

jj =  jj
dir.
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5. Bir determinantta herhangi iki sat¬r (veya sütun) orant¬l¬ ise determi-
nant de¼geri s¬f¬rd¬r.

6. Bir matriste bir sat¬r¬n (veya sütunun) elemanlar¬ndan her biri iki ele-
man¬n toplam¬na eşitse matrisin determinant¬ ayn¬ cinsten iki matrisin
determinant¬n¬n toplam¬na eşittir. Yani,

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

11 12  1 + 1  1

21 22  2 + 2  2
...

...
. . .

...
. . .

...

1 2   +   

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

=

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

11 12  1  1

21 22  2  2
...

...
. . .

...
. . .

...

1 2    

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

+

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

11 12  1  1

21 22  2  2
...

...
. . .

...
. . .

...

1 2    

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄



7. Bir matrisin herhangi bir sat¬r¬n¬n (veya sütununun) belli bir kat¬n¬n
di¼ger bir sat¬ra (veya sütuna) eklenmesiyle elde edilen matrisin deter-
minant¬ ilk matrisin determinant¬na eşittir.

8.  2 R
 (ya da 2 C

 ) için det () = (det) (det) dir.

Uyar¬ 2.2.2  2 R
 ortogonal bir matris ise det = §1 dir (gösteriniz).

E¼ger det = 1 ise  ya pozitif ortogonal ve det = ¡1 ise  ya negatif
ortogonal matris denir.

Determinant hesaplamalar¬ için başl¬ca metotlar şunlard¬r:

1. 1£ 1 tipindeki  = [11] matrisinin determinant¬ det = 11 dir.

2. 2£ 2 tipindeki  = []2£2 matrisinin determinant¬

det =

¯̄
¯̄
¯̄
11 12

21 22

¯̄
¯̄
¯̄ = 1122 ¡ 1221

dir.
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3. Sarrus Kural¬: Sadece 3£ 3 tipindeki matrisin determinant¬n¬n hesa-
planmas¬nda kullan¬lan bir metottur:

veya

şeklinde düzenlenerek

det = [112233 + 122331 + 213213]¡
[132231 + 122133 + 233211]

formülü ile hesaplan¬r.

Örnek 2.2.3

det =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 0 3

4 ¡2 1

¡3 0 2

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

determinant¬n¬ Sarrus kural¬ ile hesaplayal¬m. Buna göre ilk iki sat¬r deter-
minant¬n alt¬na eklenirse

det = (1 (¡2) 2 + 403 + (¡3) 01)¡(3 (¡2)  (¡3) + 101 + 204) = ¡22

elde edilir. Determinant¬n ilk iki sütunu, determinant¬n sa¼g¬na eklenerek de
hesaplanabilir.
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Pierre Frederic Sarrus (1798-1861). Frans¬z matematikçi.

Resim-4: Pierre Frederic Sarrus (1798-1861)

Örnek 2.2.4 ¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡4 1 1 1 1

1 ¡4 1 1 1

1 1 ¡4 1 1

1 1 1 ¡4 1

1 1 1 1 ¡4

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

determinant¬n¬ hesaplayal¬m: Bu determinant¬ hesaplarken yukar¬da verilen
7 numaral¬ özellik kullan¬l¬rsa, yani ilk sütuna di¼ger sütunlar eklenirse deter-
minant¬n de¼geri de¼gişmeyece¼ginden

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

0 1 1 1 1

0 ¡4 1 1 1

0 1 ¡4 1 1

0 1 1 ¡4 1

0 1 1 1 ¡4

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

= 0

elde edilir.
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2.2.2 Determinant aç¬l¬mlar¬

Tan¬m 2.2.5  = [ ]£ kare matrisi verilsin.  ile  n¬n  sat¬r ve
 sütunun silinmesiyle elde edilen (¡ 1) £ (¡ 1) mertebeden bir matris
gösterilsin.  matrisinin determinant¬na  n¬n  eleman¬n¬n minörü
ve  = (¡1)+ det de¼gerine de  eleman¬n¬n kofaktörü (işaretli
minörü ya da eşçarpan¬) denir.

Örnek 2.2.6

 =

2
6664

1 2 3

0 ¡1 0

¡2 1 3

3
7775

matrisinin kofaktörlerini hesaplayal¬m:

11 = (¡1)1+1 det11 =

¯̄
¯̄
¯̄
¡1 0

1 3

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡3

12 = (¡1)1+2 det12 =

¯̄
¯̄
¯̄
0 0

¡2 3

¯̄
¯̄
¯̄ = 0

13 = (¡1)1+3 det13 =

¯̄
¯̄
¯̄
0 ¡1

¡2 1

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡2

ve benzer şekilde 2122  33 de hesaplanabilir.

Teorem 2.2.7 (Laplace Aç¬l¬m¬)  = []£ ( ¸ 2) kare matrisi ver-
ilsin.  n¬n herhangi bir  sat¬ra göre Laplace determinant aç¬l¬m¬

det = 11 + 22 + +  =
X

=1



veya  sütuna göre aç¬l¬m¬

det = 11 + 22 + +  =
X

=1



şeklindedir.
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Pierre-Simon Laplace (1749-1827). Frans¬z matematikçi ve gök bilimci.

Resim-5: Pierre-Simon Laplace (1749-1827)

Örnek 2.2.8

 =

2
6664

2 1 ¡1

0 1 2

3 1 ¡1

3
7775

için det de¼gerini hesaplayal¬m: 2. sat¬ra göre Laplace aç¬l¬m¬ yap¬l¬rsa

det = 2121 + 2222 + 2323

= 021 + 122 + 223

olur. Burada

22 = (¡1)2+2 det22 =

¯̄
¯̄
¯̄
2 ¡1

3 ¡1

¯̄
¯̄
¯̄ = 1

23 = (¡1)2+3 det22 = ¡

¯̄
¯̄
¯̄
2 1

3 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 1

olup det = 3 bulunur.
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Uyar¬ 2.2.9  = []£ kare matrisinin  sütun elemanlar¬ ile  sütun
elemanlar¬na ait kofaktörlerinin çarp¬m¬n¬n toplam¬n¬n de¼geri s¬f¬rd¬r, yani

11 + 22 + +  = 0

dir.

Örnek 2.2.10 Gerçekten de yukar¬daki örnekte 1. sütunun elemanlar¬ ile 2.
sütunun kofaktörleri çarp¬l¬p toplan¬rsa

1112 + 2122 + 3132 =

= 2 (¡1)1+2

¯̄
¯̄
¯̄
0 2

3 ¡1

¯̄
¯̄
¯̄+ 0 (¡1)2+2

¯̄
¯̄
¯̄
2 ¡1

3 ¡1

¯̄
¯̄
¯̄+ 3 (¡1)3+2

¯̄
¯̄
¯̄
2 ¡1

0 2

¯̄
¯̄
¯̄

= 12 + 0¡ 12 = 0

oldu¼gu görülür.

2.2.3 Bir matrisin adjointi (eki)

Tan¬m 2.2.11  = []£ kare matrisi verilsin.  n¬n her bir  ele-
man¬n¬n yerine bu elemana karş¬l¬k gelen  kofaktörü yaz¬lmas¬yla elde
edilen matrisin transpozuna  matrisinin adjointi (eki) denir ve  ile
gösterilir. Aç¬k bir şekilde

 =

2
6666664

11 12  1

21 22  2

...
...

. . .
...

1 2  

3
7777775



£

=

2
6666664

11 21  1

12 22  2

...
...

. . .
...

1 2  

3
7777775
£

dir.

Teorem 2.2.12  = []£ kare matrisi verilsin.

1.  () = () = (det) 
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2. det 6= 0 olmak üzere

¡1 =
1

det


dir.

Uyar¬ 2.2.13 Bir  kare matrisin tersinin olmas¬ için det 6= 0 olmas¬
gerek ve yeterdir. Ayr¬ca, regülerlik tan¬m¬ hat¬rlanacak olursa bu tan¬m aşa¼g¬-
daki şekilde yeniden ifade edilebilir: E¼ger det 6= 0 ise  matrisine regülerdir
denir.

Örnek 2.2.14

 =

2
42 3

4 5

3
5

matrisinin regüler oldu¼gunu gösterip adjoint matris yard¬m¬yla tersini bu-
lal¬m. Bunun için det = ¡2 oldu¼gu kolayca görülür. Ayr¬ca ilgili kofaktör-
ler

11 = (¡1)1+1 5 12 = (¡1)1+2 4 21 = (¡1)2+1 3 22 = (¡1)2+2 2

olup adjoint matris

 =

2
4 5 ¡4

¡3 2

3
5


=

2
4 5 ¡3

¡4 2

3
5

ve dolay¬s¬yla

¡1 =
¡1
2

2
4 5 ¡3

¡4 2

3
5

elde edilir.

Örnek 2.2.15

 =

2
6664

1 0 ¡1

2 1 0

0 1 3

3
7775
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matrisinin regüler oldu¼gunu gösterip adjoint matris yard¬m¬yla tersini bu-
lal¬m. Bunun için Laplace aç¬l¬m¬ yard¬m¬yla (birinci sat¬ra göre)

det = 1

¯̄
¯̄
¯̄
1 0

1 3

¯̄
¯̄
¯̄¡ 0

¯̄
¯̄
¯̄
2 0

0 3

¯̄
¯̄
¯̄¡ 1

¯̄
¯̄
¯̄
2 1

0 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 1 6= 0

 matrisi regüler olur.  n¬n adjoint matrisi için

11 = (¡1)1+1 det11 =

¯̄
¯̄
¯̄
1 0

1 3

¯̄
¯̄
¯̄ = 3

ve benzer şekilde

12 = ¡

¯̄
¯̄
¯̄
2 0

0 3

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡6 13 =

¯̄
¯̄
¯̄
2 1

0 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 2 21 = ¡

¯̄
¯̄
¯̄
0 ¡1

1 3

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡1

22 =

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡1

0 3

¯̄
¯̄
¯̄ = 3 23 = ¡

¯̄
¯̄
¯̄
1 0

0 1

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡1 31 =

¯̄
¯̄
¯̄
0 ¡1

1 0

¯̄
¯̄
¯̄ = 1

32 = ¡

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡1

2 0

¯̄
¯̄
¯̄ = ¡2 33 = ¡

¯̄
¯̄
¯̄
1 0

2 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 1

bulunur. Dolay¬s¬yla

 =

2
6664

3 ¡6 2

¡1 3 ¡1

1 ¡2 1

3
7775

olup

¡1 =
1

1

2
6664

3 ¡6 2

¡1 3 ¡1

1 ¡2 1

3
7775

elde edilir.
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2.2.4 Bir matrisin determinant rank¬

Tan¬m 2.2.16 Bir  = []£ matrisin determinant¬ s¬f¬rdan farkl¬ en
yüksek mertebeli kare altmatrisin mertebesi  olsun. Bu  2 N do¼gal say¬s¬na
 n¬n determinant rank¬ ya da k¬saca rank¬ denir ve  ile gösterilir.

Uyar¬ 2.2.17 1.  mertebeden bir kare matrisin rank¬ en fazla  olabilir.

2. Bir regüler kare matrisin rank¬ kendi mertebesine eşittir.

3. Bir  = []£   6=  matrisi için  · min fg dir.

4. S¬f¬rdan farkl¬ her reel ya da kompleks skaler 1 £ 1 tipinde bir kare
matris oldu¼gundan rank¬ s¬f¬r olamaz ve dolay¬s¬yla böyle bir matrisin
rank¬ en az 1 dir.

Örnek 2.2.18

 =

2
6664

¡1 0 1

0 0 1

1 0 0

3
7775 

matrisi için det = 0 oldu¼gundan  3 ten küçük olmal¬d¬r.  n¬n
regüler bir kare altmatrisi

1 =

2
4¡1 1

0 1

3
5

şeklinde bulunabildi¼ginden  = 2 dir.

Örnek 2.2.19

 =

2
6664

¡1 2 0

1 1 1

3 ¡1 0

3
7775

matrisi için det = 5 oldu¼gundan  = 3 olur.
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Örnek 2.2.20

 =

2
6666664

1 2 3 4

2 0 1 1

2 4 6 8

0 0 0 0

3
7777775

matrisi için det = 0 oldu¼gundan   4 olur. Ayr¬ca 3. sat¬r ilk sat¬rla
orant¬l¬ oldu¼gundan   3 dir. Ancak  n¬n

1 =

2
41 2

2 0

3
5

şeklinde regüler bir kare altmatrisi bulunabilece¼ginden  = 2 olur.

2.2.5 Bölüm sonu al¬̧st¬rmalar¬

1.
¯̄
¯̄
¯̄
3 1

2 0

¯̄
¯̄
¯̄ 

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡2

7 4

¯̄
¯̄
¯̄ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

3 4 ¡2

1 0 ¡7

2 6 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

determinantlar¬n¬, Laplace aç¬l¬m metodunu kullanarak önce 1. sütuna
sonra da 2. sat¬ra göre hesaplay¬n¬z.

2. Aşa¼g¬daki determinantlar¬ hesaplay¬n¬z:

(a) ¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

3 4 ¡2

1 0 ¡2

1 5 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

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(b) ¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

2 0 3 0

0 2 3 1

5 0 1 ¡1

2 1 4 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄



(c) ¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 0 3 0

0 0 1 1

¡2 0 1 ¡1

2 0 4 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄



(d) ¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

6 0 1 0

0 0 2 1

¡2 2 1 ¡1

0 1 2 5

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄



3.

det

2
4 

0 

3
5 = (det) (det)

eşitli¼ginden yaralanarak
2
6666666664

3 ¡1 1 ¡2 0

2 1 3 4 3

0 0 1 6 ¡1

0 0 2 0 3

0 0 1 4 5

3
7777777775

matrisinin determinant¬n¬ hesaplay¬n¬z.
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4.    2 R için
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

  

2 2 2

3 3 3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
=  (¡ ) (¡ ) (¡ )

oldu¼gunu gösteriniz.

5.

 =

2
6664

3 0 2

1 ¡1 0

0 1 1

3
7775

için¡1 matrisinin varl¬¼g¬n¬ gösterip, daha sonra adjoint matris yard¬m¬yla

¡1 =

2
6664

1 ¡2 ¡2

1 ¡3 ¡2

¡1 3 3

3
7775

oldu¼gunu gösteriniz.

6.

 =

2
6664

2 3 0

0 6 0

1 ¡1 1

3
7775

için¡1 matrisinin varl¬¼g¬n¬ gösterip, daha sonra adjoint matris yard¬m¬yla

¡1 =
1

12

2
6664

6 ¡3 0

0 2 0

¡6 5 12

3
7775

oldu¼gunu gösteriniz.
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7.     2 R (veya C) olmak üzere

 =

2
6666664

1 +    

 1 +   

  1 +  

   1 + 

3
7777775

eşitli¼giyle verilen matrisin determinant¬n¬ hesaplay¬n¬z.

8.  2 R3
3 ve det = 2 oldu¼guna göre det () de¼gerini bulunuz.

2.3 Lineer denklem sistemleri

Tan¬m 2.3.1 1 2    2 R ( ¸ 1) ve 1 2   bilinmeyenler ol-
mak üzere

11 + 22 + +  = 

ifadesine n bilinmeyenli lineer (do¼grusal) bir denklem denir.

Örnek 2.3.2
 = 

1 bilinmeyenli lineer bir denklemdir ve  6= 0 oldu¼gunda bu denklemin
çözümü  = ¡ 


d¬r.

Örnek 2.3.3
¡ 3 + 2 = 4

eşitli¼gi, 3 bilinmeyenli bir lineer denklemdir. Bu denklemin çözümü

 =   =  ve  = 4¡ + 3

d¬r, burada   parametrelerdir.

Tan¬m 2.3.4 1 2   ( ¸ 2) ler bilinmeyenler ve   2 R reel skaler-
ler olmak üzere

111 + 122 + + 1 = 1

211 + 222 + + 2 = 2
...

11 + 22 + +  = 

(2.4)
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şeklinde bir sisteme ¡bilinmeyenli  tane denklemden oluşan lineer den-
klem sistemi denir. Bu lineer denklem sistem k¬saca

X

=1

 =  1 ·  · 

şeklinde de ifade edilir. E¼ger  de¼gerlerinin hepsi s¬f¬r ise sisteme homojen;
en az bir  de¼geri s¬f¬rdan farkl¬ ise sisteme homojen olmayan lineer
denklem sistemi ad¬ verilir.

Tan¬m 2.3.5 Bir lineer denklem sistemini sa¼glayan 1 2   say¬lar¬ bu-
lunam¬yorsa bu denklem sistemine tutars¬z denklem sistemi denir. Aksi
durumda, yani en az birer tane 1 2   say¬lar¬ bulunabiliyorsa bu den-
klem sistemine tutarl¬ denklem sistemi denir.

Gösterim 2.3.6 (2.4) ile verilen lineer denklem sistemi matrisler yard¬m¬yla

 =  (2.5)

şeklinde de ifade edilebilir, burada

 =

2
6666664

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

3
7777775
£

  =

2
6666664

1

2
...



3
7777775
£1

  =

2
6666664

1

2
...



3
7777775
£1

dir. Ayr¬ca  ya (2.4) lineer denklem sisteminin katsay¬lar matrisi denir.
(2.5) ifadesi aç¬k bir şekilde

2
6666664

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

3
7777775
£

2
6666664

1

2
...



3
7777775
£1

=

2
6666664

1

2
...



3
7777775
£1

şeklinde gösterilir.
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Tan¬m 2.3.7

·

...
¸
=

2
6666664

11 12  1
... 1

21 22  2
... 2

...
...

. . .
...

...
...

1 2  
... 

3
7777775
£(+1)

matrisine (2.4) lineer denklem sisteminin ilaveli katsay¬lar matrisi ad¬
verilir.

Örnek 2.3.8

21 + 32 ¡ 43 + 4 = 5

¡21 + 3 = 7

31 + 22 ¡ 44 = 3

lineer denklem sistemi verilsin. Bunu matris formunda ifade edip ilaveli kat-
say¬lar matrisini bulal¬m:

2
6664

2 3 ¡4 1

¡2 0 1 0

3 2 0 ¡4

3
7775
3£4| {z }



2
6666664

1

2

3

4

3
7777775
4£1| {z }



=

2
6664

5

7

3

3
7775
3£1| {z }



oldu¼gundan ilaveli katsay¬lar matrisi

2
6664

2 3 ¡4 1
... 5

¡2 0 1 0
... 7

3 2 0 ¡4 ... 3

3
7775
3£5

dir.
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2.3.1 Katsay¬lar matrisinin tersi yard¬m¬yla lineer den-
klem sisteminin çözümü

 =  lineer denklem sistemi verilsin.  regüler ise, yani ¡1 mevcut ise

¡1 () = ¡1

olmak üzere
 = ¡1

çözümü mevcuttur.

Uyar¬ 2.3.9 Bu metot katsay¬lar matrisinin regülerli¼gi sayesinde uyguland¬¼g¬n-
dan,  matrisi karesel ve determinant¬ s¬f¬rdan farkl¬ olmak zorundad¬r.

Örnek 2.3.10
¡ 2 + 3 = 4

2+  ¡  = ¡1

+  +  = 3

lineer denklem sistemini çözelim. Öncelikle  =  şeklinde matris for-
munda yaz¬lacak olursa

 =

2
6664

1 ¡2 3

2 1 ¡1

1 1 1

3
7775   =

2
6664







3
7775   =

2
6664

4

¡1

3

3
7775

olur.  matrisinin regülerli¼gini kontrol edebilmek için  n¬n determinant¬n¬
hesaplayal¬m. Bunun için birinci sat¬ra Laplace aç¬l¬m¬ uygulan¬rsa:

det =

¯̄
¯̄
¯̄
1 ¡1

1 1

¯̄
¯̄
¯̄+ 2

¯̄
¯̄
¯̄
2 ¡1

1 1

¯̄
¯̄
¯̄+ 3

¯̄
¯̄
¯̄
2 1

1 1

¯̄
¯̄
¯̄ = 11 6= 0

bulunur. Ayr¬ca  n¬n tersi için

 =

2
6664

2 5 ¡1

¡3 ¡2 7

1 ¡3 5

3
7775
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oldu¼gundan

¡1 =


det
=

1

11

2
6664

2 5 ¡1

¡3 ¡2 7

1 ¡3 5

3
7775

bulunur. Buna göre

 = ¡1 =
1

11

2
6664

2 5 ¡1

¡3 ¡2 7

1 ¡3 5

3
7775

2
6664

4

¡1

3

3
7775 =

2
6664

0

1

2

3
7775

elde edilir, yani  = 0  = 1  = 2 dir.

Örnek 2.3.11
+ 2 + 3 = 2

2+ 3 + 4 = ¡2

+ 5 + 7 = 4

lineer denklem sistemini çözelim. Bir önceki örnekte oldu¼gu gibi  =  ve

 =

2
6664

1 2 3

2 3 4

1 5 7

3
7775   =

2
6664







3
7775   =

2
6664

2

¡2

4

3
7775

dir. det = 2 6= 0 oldu¼gundan ¡1 mevcuttur ve

 =

2
6664

1 1 ¡1

¡10 4 2

7 ¡3 ¡1

3
7775

olur. Böylece

¡1 =


det
=

1

2

2
6664

1 1 ¡1

¡10 4 2

7 ¡3 ¡1

3
7775
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olup

 = ¡1 =
1

2

2
6664

1 1 ¡1

¡10 4 2

7 ¡3 ¡1

3
7775

2
6664

2

¡2

4

3
7775 =

2
6664

¡2

¡10

8

3
7775

elde edilir, yani  = ¡2  = ¡10  = 8 dir.

2.3.2 Gauss ve Gauss-Jordan yoketme metotlar¬

Bir  =  lineer denklem sistemi ve bu lineer denklem sisteminin ilaveli

katsay¬lar matrisi
·

...
¸
verilsin. Bahsi edilen metot aşa¼g¬daki ad¬mlar takip

edilerek uygulanabilir:

1.
·

...
¸
matrisine elemanter sat¬r operasyonlar¬ uygulamak suretiyle

elde edilen matris
·

...
¸
olsun.

2.
·

...
¸
ve
·

...
¸
matrisleri denk oldu¼gundan bunlara karş¬l¬k gelen

 =  ve  =  lineer denklem sistemleri de birbirine denk olur.

3. Bu lineer denklem sistemleri ayn¬ çözüme sahiptir.

Tan¬m 2.3.12
·

...
¸
matrisinden

·

...
¸
matrisini sat¬rca eşolon formunda

veren metoda Gauss yoketme;
·

...
¸
matrisini sat¬rca indirgenmiş eşolon

formunda veren metoda ise Gauss-Jordan yoketme metodu denir.

Johann Carl Friedrich Gauss (1777-1855). Alman matematikçi. Gelmi̧s geçmi̧s

en büyük matematikçilerden birisi!
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Resim-6: Johann Carl Friedrich Gauss (1777-
1855)

Wilhelm Jordan (1842-1899). Alman mühendis.

Resim-7: Wilhelm Jordan (1842-1899)

Örnek 2.3.13

+ 2 ¡  = ¡6

3¡  + 2 = 11

2+ 5 ¡ 4 = ¡20
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lineer denklem sistemini Gauss-Jordan yoketme metodu ile inceleyelim. Bunun
için

·

...
¸
=

2
6664

1 2 ¡1 ... ¡6

3 ¡1 2
... 11

2 5 ¡4 ... ¡20

3
7775

1:2!2¡31¼
2:3!3¡21

2
6664

1 2 ¡1 ... ¡6

0 ¡7 5
... 29

0 1 ¡2 ... ¡8

3
7775

3:2!2+73¼
4:1!1¡23

2
6664

1 0 3
... 10

0 0 ¡9 ... ¡27

0 1 ¡2 ... ¡8

3
7775

5:2!¡1
9
2

¼
6:3$2

2
6664

1 0 3
... 10

0 1 ¡2 ... ¡8

0 0 1
... 3

3
7775

7:2!2+23¼
8:1$1¡33

2
6664

1 0 0
... 1

0 1 0
... ¡2

0 0 1
... 3

3
7775

elde edilir ki verilen lineer denklem sisteme denk olan lineer denklem sistemi

 = 1

 = ¡2

 = 3

şeklindedir. Bu ise sistemin çözümünü temsil eder.

Örnek 2.3.14

21 + 2 + 63 + 24 = 1

1 + 33 = 0

71 + 2 + 213 + 24 = 1

21 + 32 + 63 + 64 = 3
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lineer denklem sistemini Gauss-Jordan yoketme metodu ile inceleyelim. Bunun
için

·

...
¸
=

2
6666664

2 1 6 2
... 1

1 0 3 0
... 0

7 1 21 2
... 1

2 3 6 6
... 3

3
7777775

1:1!2¼

2
6666664

1 0 3 0
... 0

2 1 6 2
... 1

7 1 21 2
... 1

2 3 6 6
... 3

3
7777775

2:2!2¡21¼
3:3!3¡71
4:4!4¡21

2
6666664

1 0 3 0
... 0

0 1 0 2
... 1

0 1 0 2
... 1

0 3 0 6
... 3

3
7777775

5:3!3¡2¼

2
6666664

1 0 3 0
... 0

0 1 0 2
... 1

0 0 0 0
... 0

0 3 0 6
... 3

3
7777775

6:4!4¡32¼

2
6666664

1 0 3 0
... 0

0 1 0 2
... 1

0 0 0 0
... 0

0 0 0 0
... 0

3
7777775

oldu¼gundan verilen denklem sistemi,

1 + 02 + 33 + 04 = 0

01 + 2 + 03 + 24 = 1

denklem sistemine denktir. 3 =  4 =  denirse 1 ve 2 bilinmeyenleri
1 = ¡3 ve 2 = 1¡ 2 olur ki çözümler

1 = ¡3 2 = 1¡ 2 3 =  4 = 

şeklinde elde edilir.

Uyar¬ 2.3.15 Yukar¬da ifade edilen metot için e¼ger,

1.  6= 

·

...
¸
ise sistemin çözümü yoktur.
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2.  = 

·

...
¸
ise sistemin çözümü vard¬r. Bu durumda  =

 için

(a)  =  ise tek çözüm,

(b)    ise sonsuz çözüm vard¬r. Bu çözümler  ¡  parametreye
ba¼gl¬ olarak bulunur.

Yukar¬daki örneklere bak¬ld¬¼g¬nda ilk örne¼gin katsay¬lar matrisinin rank¬
 = 3 olup  =  oldu¼gundan tek çözüm; ikinci örnekte ise  = 2  
oldu¼gundan sonsuz çözüm vard¬r ve bu çözümler  ¡  = 2 parametreye
ba¼gl¬d¬r.

Örnek 2.3.16
2+ 5 ¡  = 1

+ 3 + 3 = 0

4+ 11 + 5 = 1

lineer denklem sistemini Gauss yoketme metodu ile inceleyelim. Bunun için

·

...
¸
=

2
6664

2 5 ¡1 ... 1

1 3 3
... 0

4 11 5
... 1

3
7775

1:1!2¼

2
6664

1 3 3
... 0

2 5 ¡1 ... 1

4 11 5
... 1

3
7775

2:2!2¡21¼
3:3!3¡41

2
6664

1 3 3
... 0

0 ¡1 ¡7 ... 1

0 ¡1 ¡7 ... 1

3
7775

4:3!3¡2¼
5:2!¡2

2
6664

1 3 3
... 0

0 1 7
... ¡1

0 0 0
... 0

3
7775

olup verilen lineer denklem sistemine denk olan sistem

+ 3 + 3 = 0

0+  + 7 = ¡1

0+ 0 + 0 = 0
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şeklindedir. Son sistemde ilk iki denklemin çözümlerinin son denklemi sa¼glad¬¼g¬
aç¬kt¬r. Ayr¬ca  =  denirse istenilen çözümler

 = 3 + 18  = ¡1¡ 7  = 

şeklinde olur.

Örnek 2.3.17
+  ¡  = 5

2+ 3 + 2 = ¡2

3+ 4 +  = 2

lineer denklem sistemini Gauss yoketme motodu ile inceleyelim. Bunun için

·

...
¸
=

2
6664

1 1 ¡1 ... 5

2 3 2
... ¡2

3 4 1
... 2

3
7775

1:2!2¡21¼
2:3!3¡31

2
6664

1 1 ¡1 ... 5

0 1 4
... ¡12

0 1 4
... ¡13

3
7775

3:1!1¡2¼
4:3!3¡2

2
6664

1 0 ¡5 ... 17

0 1 4
... ¡12

0 0 0
... ¡1

3
7775

olur. O halde verilen lineer denklem sistemine denk olan lineer denklem sis-
tem

¡ 5 = 17

+ 4 = ¡12

0+ 0 + 0 = ¡1
şeklindedir. 0 + 0 + 0 6= ¡1 oldu¼gundan bu lineer denklem sistemi tu-
tars¬zd¬r ve çözümü yoktur.

2.3.3 Homojen lineer denklem sistemi

Tan¬m 2.3.18   £  tipinde bir matris olmak üzere  = 0 şeklinde
verilen bir homojen denklem sistemi daima  = 0 için sa¼glan¬r.  = 0
çözümüne sistemin aşikar çözümü ve  6= 0 çözümlerine de sistemin
aşikar olmayan çözümü denir.
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Örnek 2.3.19
1 + 2 + 3 + 4 = 0

1 + 4 = 0

1 + 22 + 3 = 0

homojen lineer denklem sistemi verilsin. Bu lineer denklem sistemini Gauss-
Jordan metodu ile irdeleyelim. Buna göre

·

...0
¸
=

2
6664

1 1 1 1
... 0

1 0 0 1
... 0

1 2 1 0
... 0

3
7775

1:1$2¼
2:2!2¡3

2
6664

1 0 0 1
... 0

0 ¡1 0 1
... 0

1 2 1 0
... 0

3
7775

3:2!¡12¼
4:3!3¡1

2
6664

1 0 0 1
... 0

0 1 0 ¡1 ... 0

0 2 1 ¡1 ... 0

3
7775

5:3!3¡22¼

2
6664

1 0 0 1
... 0

0 1 0 ¡1 ... 0

0 0 1 1
... 0

3
7775

olmak üzere verilen sisteme denk olan sistem

11 + 02 + 03 + 14 = 0

12 + (¡1)4 = 0

13 + 14 = 0

olur ki çözümler 1 =  2 = ¡ 3 =  4 = ¡ şeklinde elde edilir.

Teorem 2.3.20   £  tipinde bir matris ve    olsun. Bu taktirde
 = 0 homojen sisteminin aşikar olmayan bir çözümü vard¬r.

Örnek 2.3.21 Yukar¬daki örnekte sistemin katsay¬lar matrisi
2
6664

1 1 1 1

1 0 0 1

1 2 1 0

3
7775

şeklinde olup sat¬r say¬s¬ sütun say¬s¬ndan küçük oldu¼gundan aşikar olmayan
bir çözüme sahiptir.
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Uyar¬ 2.3.22 Daima  = 

·

...0
¸
=  oldu¼gundan homojen lineer

denklem sisteminin çözümü vard¬r. E¼ger  =  ise sistemin tek çözümü (s¬f¬r
çözümü) ve    ise sistemin ¡ parametreye ba¼gl¬ sonsuz çözümü vard¬r.

Gerçekten de yukar¬daki örnekte katsay¬lar matrisi
2
6664

1 1 1 1

1 0 0 1

1 2 1 0

3
7775

olup, rank¬ 3 oldu¼gundan  ¡  = 4 ¡ 3 = 1 parametereye ba¼gl¬ bir çözüm
vard¬r.

Teorem 2.3.23   £  tipinde bir matris ve  = 0 homojen lineer
denklem sisteminin sadece  = 0 aşikar çözümü varsa  matrisi  birim
matrisine sat¬rca denktir.

Bu teorem aşa¼g¬daki örnek yard¬m¬yla daha da netleşebilir:

Örnek 2.3.24 Sadece aşikar çözüme sahip olan

+  +  = 0

+  = 0

2+ 2 + 3 = 0

homojen lineer denklem sisteminin katsay¬lar matrisinin 3 birim matrisine
sat¬rca denk oldu¼gunu gösterelim.

·

...0
¸
=

2
6664

1 1 1
... 0

1 0 1
... 0

2 2 3
... 0

3
7775

1:2$2¡1¼
2:2!¡2

2
6664

1 0 0
... 0

0 1 0
... 0

1 2 1
... 0

3
7775

3:3$3¡1¼

2
6664

1 0 0
... 0

0 1 0
... 0

0 2 1
... 0

3
7775

4:3$3¡22¼

2
6664

1 0 0
... 0

0 1 0
... 0

0 0 1
... 0

3
7775

oldu¼gu görülür.
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Sonuç 2.3.25 E¼ger  £  tipinde bir matris ve  = 0 sistemi sadece
aşikar çözüme sahip ise  ¸  dir.

2.3.4 Cramer denklem sistemleri

Tan¬m 2.3.26   £  tipinde bir matris olmak üzere  =  lineer
denklem sistemi verilsin. E¼ger  =  ve det 6= 0 ise  =  lineer
denklem sistemine Cramer denklem sistemi ad¬ verilir.

Örnek 2.3.27

1 =

2
6666664

1 0 0 0

0 2 2 0

1 1 0 0

0 0 1 1

3
7777775
, 2 =

2
6666664

1 1 ¡1 ¡1

2 4 0 1

7 5 6 1

¡3 ¡3 3 3

3
7777775
 3 =

2
6664

1 3 0 1

1 3 7 5

¡4 ¡4 2 0

3
7775

matrisleri için 1 =  sistemi Cramer denklem sistemi iken, 2 =  ve
3 =  Cramer olmayan denklem sistemleridir.

Teorem 2.3.28 (Cramer Yöntemi)  =  veya daha aç¬k şekilde

2
6666664

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

3
7777775

2
6666664

1

2
...



3
7777775
=

2
6666664

1

2
...



3
7777775

denklem sistemi verilsin. det 6= 0 ise  =  lineer denklem sisteminin
bir tek  = (1 2  ) çözümü vard¬r ve bu çözüm

41 =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

1 12  1

2 22  2
...

...
. . .

...

 2  

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

42 =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

11 1  1

21 2  2
...

...
. . .

...

1   

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

 4 =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄

11 12  1

21 22  2
...

...
. . .

...

1 2  

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
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olmak üzere

1 =
41

det
 2 =

42

det
   =

4

det

dir.

Gabriel Cramer (1704-1752). ·Isviçreli matematikçi.

Resim-8: Gabriel Cramer (1704-1752)

Örnek 2.3.29
2+  = 5

¡+ 3 = 1

lineer denklem sisteminin çözümünü bulal¬m. Sistemin katsay¬lar matrisi

 =

2
4 2 1

¡1 3

3
5  det = 7 6= 0

oldu¼gundan Cramer yöntemi ile denklem sisteminin tek bir çözümü vard¬r:

 =

¯̄
¯̄
¯̄
5 1

1 3

¯̄
¯̄
¯̄

det
= 2  =

¯̄
¯̄
¯̄
2 5

¡1 1

¯̄
¯̄
¯̄

det
= 1

elde edilir.
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Örnek 2.3.30

¡2+ 3 ¡  = 1

+ 2 ¡  = 4

¡2¡  +  = ¡3

lineer denklem sisteminin çözümünü bulal¬m. Sistemin katsay¬lar matrisi

 =

2
6664

¡2 3 ¡1

1 2 ¡1

¡2 ¡1 1

3
7775

olmak üzere det = ¡2 6= 0 oldu¼gundan Cramer yöntemi ile denklem sis-
teminin tek bir çözümü vard¬r:

 =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1 3 ¡1

4 2 ¡1

¡3 ¡1 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

det
= 2  =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡2 1 ¡1

1 4 ¡1

¡2 ¡3 1

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

det
= 3  =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

¡2 3 1

1 2 4

¡2 ¡1 ¡3

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

det
= 4

bulunur.

Örnek 2.3.31

¡ 3 + 4 = ¡4

2+  = 7

3¡  +  = 7

lineer denklem sisteminin çözümünü bulal¬m. Sistemin katsay¬lar matrisi

 =

2
6664

1 ¡3 4

2 1 0

3 ¡1 1

3
7775
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olmak üzere det = ¡13 6= 0 oldu¼gundan Cramer yöntemi ile denklem sis-
teminin tek bir çözümü vard¬r:

 =

2
6664

¡4 ¡3 4

7 1 0

7 ¡1 1

3
7775

det
= 3  =

2
6664

1 ¡4 4

2 7 0

3 7 1

3
7775

det
= 1  =

2
6664

1 ¡3 ¡4

2 1 7

3 ¡1 7

3
7775

det
= ¡1

bulunur.

2.3.5 Bölüm sonu al¬̧st¬rmalar¬

1. Aşa¼g¬daki denklemlerin çözümlerini belirtiniz:

(a) 3+ 4 = 2

(b) 2+  + 4 = 8

(c) ¡21 + 32 + 3 ¡ 24 = 0

2. Aşa¼g¬daki denklem sistemlerini Gauss yoketme yöntemiyle çözünüz:

(a)

3+ 4 = 2

2¡  = 5


(b)

5+ 15 = 2

7+ 21 = 1


(c)

¡4+ 12 = ¡8

6¡ 18 = 12


(d)

2+ 5 ¡ 4 = 0

¡¡ 3 +  = 6

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(e)

2+ 3 ¡ 5 = 2

¡4¡ 6 + 10 = ¡4


3. Aşa¼g¬daki denklem sistemlerini Gauss yoketme yöntemiyle çözünüz:

(a)

¡ 2 +  = 3

¡+ 2 = 1

3+  + 2 = 14



(b)

2+ 3 ¡ 5 = ¡8

¡ 4 + 3 = 7

3+  +  = 0



(c)

2¡  + 3 = 0

3+ 4 +  = 0

¡+ 2 + 4 = 0



4. Aşa¼g¬daki denklem sistemlerini Gauss-Jordan yoketme yöntemiyle çözünüz:

(a)

2+ 3 + 5 = 7

¡2¡ 5 ¡ 11 = 9

+ 2 + 4 = ¡4



(b)

¡ 2 +  = ¡7

¡+  ¡ 3 = 4

2¡  + 8 = ¡5


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(c)

31 + 2 + 23 = ¡1

1 + 23 + 4 = 4

¡31 + 2 + 3 + 24 = 8

42 ¡ 3 + 4 = 1



(d)

¡1 + 22 + 3 + 54 = ¡1

1 + 2 + 23 + 74 = 4

31 + 3 + 74 = 5

21 + 2 + 74 = 1



5.
1 ¡ 32 + 3 ¡ 4 = ¡6

21 + 2 ¡ 3 + 54 = 9

1 + 2 + 3 + 4 = 2

31 + 22 + 3 ¡ 4 = ¡3

denklem sistemini çözünüz.

6.
¡+ 3 = 2

2¡ 6 = 

lineer denklem sistemi veriliyor.

(a)  say¬s¬n¬n hangi de¼gerleri için verilen denklem sistemi tutars¬z
olur?

(b)  say¬s¬n¬n hangi de¼gerleri için verilen denklem sisteminin sonsuz
say¬da çözümü vard¬r?

(c)  say¬s¬n¬n hangi de¼gerleri için verilen denklem sisteminin bir tek
çözümü vard¬r?
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7.   2 R olmak üzere

2+  = 1

4+  = 0

lineer denklem sistemi veriliyor. Bu lineer denklem sisteminin çözümünü
 ve  say¬lar¬n¬n durumuna göre irdeleyiniz.

8.
+  = 1

+  +  = + 

2+ 2 +  = 3



lineer denklem sistemi veriliyor.

(a)  ve  say¬lar¬n¬n hangi de¼gerleri için verilen denklem sisteminin
bir tek çözümü vard¬r?

(b)  ve  say¬lar¬n¬n hangi de¼gerleri için verilen denklem sisteminin
sonsuz say¬da çözümü vard¬r?

(c)  ve  say¬lar¬n¬n hangi de¼gerleri için verilen denklem sistemi tu-
tars¬z olur?





Bölüm 3

Vektör Uzaylar¬

3.1 Düzlemde vektörler

R ile reel say¬lar kümesi gösterilsin. Bu küme bir do¼gru ile birebir eşlenebilir.
Düzlemin bir  noktas¬nda, Şekil-1 deki gibi, dik olarak kesi̧sen iki do¼gru
reel say¬larla eşlenmi̧s olsun.

Şekil-1: Koordinat eksenleri

Dik koordinat eksenleri denilen bu do¼grular¬  ve  ile gösterelim ve R
nin kendisiyle kartezyen çarp¬m¬ndan meydana gelen

R2 = R£ R = f( ) :   2 Rg

kümesini ele alal¬m. Buna göre, düzlemde seçilen dik koordinat eksenlerinden yarar-

lanarak düzlem ve R2 aras¬nda birebir bir eşleme kurulabilir:

71
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Düzlemde bir  noktas¬ verildi¼ginde;  den geçen ve  do¼grusuna paralel
olan do¼grunun  eksenini kesti¼gi nokta  ile ve benzer şekilde  den geçen ve
 do¼grusuna paralel olan do¼grunun  eksenini kesti¼gi nokta  ile gösterilsin.
Böylece düzlemin her noktas¬na bir ( ) ikilisi karş¬l¬k getirilmi̧s olur.

R2 kümesine düzlemin yan¬ s¬ra 2-boyutlu uzay ad¬ da verilmektedir. Bu-

rada ismi geçen boyut kavram¬ daha sonra izah edilecektir.
Fizikte, vektörlerden hem büyüklük hem de yöne sahip olan nicelikler

olarak bahsedilir. AncakMatematikte, bu kavramlar say¬lar ve indisler yard¬m¬yla
ifade edilir. Daha aç¬k bir ifadeyle R2 de bir  = (1 2) ikilisine vektör ad¬
verilir.

Şekil-2: Düzlemde vektörler

Burada  vektörüne  noktas¬n¬n konum vektörü de denilmektedir.

Tan¬m 3.1.1 R2 düzleminde vektörler aras¬nda toplama ve skalerle çarp-
ma denilen işlemler aşa¼g¬daki gibi ifade edilir:

² © : R2 £ R2 ¡! R2  = (1 2)   = (1 2) 

©  = (1 + 1 2 + 2) 

² ¯ : R£ R2 ¡! R2  = (1 2)   2 R  = (1 2) 

Bundan sonra vektörler için toplama skalerle çarpma i̧slemleri basitçe +
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ve  ile gösterilecektir

Şekil-3: Vektörlerde toplama Şekil-4: Skalerle çarpma

Tan¬m 3.1.2 Düzlemde  = (1 2)   = (1 2) vektörlerinin eşitli¼gi

 =  () 1 = 1  2 = 2

şeklindedir.

Tan¬m 3.1.3 R2 düzleminde bir  = (1 2) vektörünün uzunlu¼gu

kk =
q
21 + 22

ile;  = (1 2) ve  = (1 2) vektörleri aras¬ndaki uzunluk ise

 ( ) = k¡ k =
q
(1 ¡ 1)

2 + (2 ¡ 2)
2

pozitif reel say¬lar¬ ile ifade edilir.

Böylece R2 düzleminde vektörler için tan¬mlanan toplama ve skalerle
çarpma i̧slemleri a̧sa¼g¬daki özellikleri sa¼glarlar:

V1 De¼gişme özelli¼gi:  +  =  + ;

V2 Birleşme özelli¼gi: + ( + ) = ( + ) + ;

V3 Birim eleman: + 0 = 0 +  =  0 2 R2;

V4 Ters eleman: + (¡) = (¡) +  = 0;
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V5 Da¼g¬lma özelli¼gi :  ( + ) =  +   2 R;

V6 Da¼g¬lma özelli¼gi: (+ )  = +    2 R;

V7 Birleşme özelli¼gi:  () = ;

V8 Birim eleman: 1 = 

Düzlemde vektörler kavram¬ sonraki bölümlerde vektör uzaylar¬na genel-

leştirilecektir.

3.1.1 Bölüm sonu al¬̧st¬rmalar¬

1.  = (2 0),  = (¡3 4) ve  = (3¡2) vektörler için  ¡  ¡  vek-
törünün bileşenlerini hesaplay¬n¬z.

2.  = (2+4 3),  =
¡
1
4
 27

¢
ve  =  ise 


oran¬ kaçt¬r?

3.  = (2 5),  = (¡3¡4) ve  = (¡5¡2) vektörler için e¼ger

 =  +    2 R

ise +  toplam¬ kaçt¬r?

4.  = (3 4) ve  = (¡1) vektörleri için e¼ger

 +  = 0   2 R

ise  kaçt¬r?

5.  = (4 2) ve  = (1¡2) vektörleri için  ( ) uzunlu¼gunu hesaplay¬n¬z.

3.2 Reel vektör uzaylar¬
Tan¬m 3.2.1 V 6= ; boştan farkl¬ bir küme olsun. E¼ger V üzerinde

+ : V£ V ¡! V  : R£ V ¡! V

toplama ve skalerle çarpma işlemleri yukar¬daki V1-V8 özelliklerini sa¼glarsa,
V kümesine bir reel vektör uzay¬ ve V nin her bir eleman¬na da vektör
ad¬ verilir.
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Örnek 3.2.2 R reel say¬lar kümesi üzerinde bilinen toplama + ve çarpma 
işlemleri ile birlikte (R+ ) üçlüsü bir reel vektör uzay¬d¬r. Gerçekten de bu
işlemlerin V1-V8 özelliklerini sa¼glad¬¼g¬ aç¬kt¬r.

Örnek 3.2.3 R = R£ £ R| {z }
¡ tane

= f(1  ) : 1   2 Rg kümesi üz-

erinde aşa¼g¬daki gibi tan¬mlanan toplama + ve çarpma  işlemleri ile birlikte
(R+ ) üçlüsü bir reel vektör uzay¬d¬r. Bu vektör uzay¬na standart reel
vektör uzay¬ denir.  = (1  )   = (1  ) 2 R  2 R için

 +  = (1 + 2   + )   = (1  ) 

Örnek 3.2.4 P = f ·   g kümesi üzerinde aşa¼g¬da
gibi tan¬mlanan polinomlar¬n toplam¬ + ve skalerle çarp¬m¬  işlemleri birlikte
(P+ ) üçlüsü bir reel vektör uzay¬d¬r: P de  () = 0 + 1+ + 

,
 () = 0 + 1+ + 

 ve  2 R için
8
<
:

 () +  () = 0 + 0 + (1 + 1)+ + ( + )


 () = 0 + 1+ + 


Örnek 3.2.5 S =
n
 j  : R Ä¡! R

o
reel de¼gerli sürekli fonksiyonlar¬n

kümesi üzerinde aşa¼g¬daki gibi verilen fonksiyonlar¬n toplam¬ + ve skalerle
çarp¬m¬  işlemleri ile birlikte (S+ ) üçlüsü bir vektör uzay¬d¬r:

8
<
:

( + ) (1  ) =  (1  ) +  (1  ) 

() (1  ) =  (1  ) 

Örnek 3.2.6 R
   £ ¡ tipindeki matrislerin kümesi üzerinde aşa¼g¬daki

gibi verilen matrislerin toplam¬ + ve skalerle çarp¬m¬  işlemleri ile birlikte
(R

 + ) üçlüsü bir reel vektör uzay¬d¬r:  = ()  = () 2 R
   2 R

+ = ( + )   = () 

Örnek 3.2.7 Z tam say¬lar kümesi bir reel vektör uzay¬ de¼gildir. Çünkü her
 2 Z ve

p
2 2 R için

p
2 2 Z oldu¼gundan skalerle çarp¬m işlemi tan¬ml¬

de¼gildir.
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Uyar¬ 3.2.8 R uzay¬nda vektörler  = (1  ) gösteriminin yan¬ s¬ra

 = (1  )
 =

2
6664

1
...



3
7775

şeklinde bir sütun matrisi olarak da ifade edilir.

Tan¬m 3.2.9 V vektör uzay¬ ve üzerinde aşa¼g¬daki işlem tan¬mlans¬n:

¯ : V£ V ¡! V ¯ 

E¼ger her    2 V ve   2 R için

1. (+ )¯  =  ¯  +  ¯ 

2.  ¯ ( + ) =  ¯  + ¯ 
özellikleri sa¼glan¬rsa V vektör uzay¬na bir cebir ad¬ verilir.

Örnek 3.2.10  £  tipinde karesel matrislerin kümesi matris toplam¬ ve
skalerle çarp¬m¬ işlemlerinin yan¬ s¬ra matris çarp¬m¬ ile birlikte bir ce-
birdir. Gerçekten de matris çarp¬m¬ işlemi yukar¬daki 1 ve 2 nolu özellikleri
sa¼glar. (Bak¬n¬z Teorem 2.1.27, (2) ve (3).)

3.2.1 Altuzaylar

Tan¬m 3.2.11 V bir vektör uzay¬ veW µ V olsun. E¼gerW V de tan¬mlanan
işlemlere göre (V1)-(V8) özelliklerini sa¼glarsa W ya V nin bir alt vektör
uzay¬ ya da k¬saca altuzay¬ denir.

Örnek 3.2.12 Her vektör uzay¬n¬n en az iki altuzay¬ vard¬r; kendisi ve f0g
(Toplama işleminin birimi). Bu uzaylara aşikar altuzaylar denir.

Örnek 3.2.13 P ile bütün polinomlar¬n kümesi gösterilsin. Buna göre

P2 = f · 2  g

kümesi P nin bir altuzay¬ olur.
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Örnek 3.2.14  ¸ 1 olmak üzere R¡1 uzay¬ R nin bir altuzay¬d¬r.

Teorem 3.2.15 V bir vektör uzay¬ ve W 6= ; W ½ V olsun. W n¬n V nin
bir altuzay¬ olmas¬ için aşa¼g¬daki şartlar¬n sa¼glanmas¬ gerek ve yeterdir:

1.   2W =) +  2W

2.  2 R,  2W =)  2W

Örnek 3.2.16 Aşa¼g¬da verilen kümenin R3 ün bir altuzay¬ oldu¼gunu göstere-
lim:

W = f(1 2 1 + 2) : 1 2 2 Rg 
 = (1 2 1 + 2)   = (1 2 1 + 2) olmak üzere

+  = (1 + 1 2 + 2 (1 + 1) + (2 + 2))

olup  +  2W dir. Ayr¬ca her  2 R için

 = (1 2 1 + 2)

 2W olur ki bu W n¬n R3 n¬n bir altuzay¬ oldu¼gunu gösterir.

Örnek 3.2.17  £  tipinde bir matris olsun.  = 0 homojen sistem-
inin bütün çözümlerinin bir altuzay oldu¼gunu gösterelim: Bütün çözümler

(1  )
 =

2
6664

1
...



3
7775

şeklinde olup R de bir vektör ile temsil edilirler. O halde bu çözümlerin
kümesi R n¬n bir altkümesidir. E¼ger 1 ve 2 iki çözümse

 (1 +2) = 1 +2 = 0 + 0 = 0

olup 1 +2 de bir çözüm olur. Ayr¬ca

 (1) =  (1) = 0 = 0

oldu¼gundan çözümler kümesi R n¬n bir altuzay¬d¬r. Bu uzaya homojen sis-
temin çözüm uzay¬ denir.
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Örnek 3.2.18  =   6= 0 sisteminin çözümlerinin R nin bir altuzay¬
olmad¬¼g¬n¬ bir al¬şt¬rma olarak gösteriniz.

Örnek 3.2.19 R3 uzay¬nda 1 = 0 düzleminin bir altuzay oldu¼gunu göstere-
lim:

Şekil-5: 1 = 0 altuzay¬.

1 = 0 düzlemi f(0  ) :   2 Rg şeklinde ifade edilebilir. Bu düzlemde
bulunan her   vektörleri için

 = (0 1 1)   = (0 2 2) =)  +  = (0 1 + 1 2 + 2)

ve ayr¬ca  2 R için
 = (0 1 1)

oldu¼gundan 1 = 0 düzlemi R3 n¬n bir altuzay¬d¬r.

Örnek 3.2.20 V bir reel vektör uzay¬ olsun. V içinde sabit 1 2 vektörleri
için

S = f11 + 22 : 1 2 2 Rg
kümesinin V nin bir altuzay¬ oldu¼gunu gösterelim. Her 1 = 11 + 22 ve
2 = 11 + 22 için

1 + 2 = (1 + 1)1 + (2 + 2)2 2 S

ve 1 = (1)1 + (2)2 2 S olup S kümesi V nin altuzay¬ olur.
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Bu kavram a̧sa¼g¬daki gibi genelleştirilebilir:

Tan¬m 3.2.21 V bir reel vektör uzay¬ ve S = f1  g ½  ise

 (S) = f11 + +  : 1   2 Rg

kümesi V nin bir altuzay¬d¬r (gösteriniz). Bu uzaya S n¬n üretti¼gi (gerdi¼gi)
uzay ad¬ verilir.

3.2.2 Lineer ba¼g¬ml¬l¬k-ba¼g¬ms¬zl¬k

Tan¬m 3.2.22 V bir vektör uzay¬ ve S = f1  g ½ V olsun. E¼ger bir
 2 V vektörü 1   2 R için

 = 11 + + 

şeklinde yaz¬labiliyorsa,  ya S deki vektörlerin bir lineer kombinasyonu
(do¼grusal birleşimi) denir.

Örnek 3.2.23 R3 de  = (2 1 5) vektörü 1 = (1 2 1)  2 = (1 0 2) ve
3 = (1 1 0) vektörlerinin bir lineer kombinasyonudur. Gerçekten

 = 11 + 22 + 33 1 2 3 2 R

denirse
1 + 2 + 3 = 2 21 + 3 = 1 1 + 22 = 5

sistemi çözüldükten sonra 1 = 1 2 = 2 3 = ¡1 bulunur ki bu

 = 1 + 22 ¡ 3

olmas¬ demektir.

Örnek 3.2.24 R3 de 1 = (2 1 2)  2 = (1 0 1)  3 = (2 1 0) ve 4 =
(1 0¡1) verilsin.  = (0¡2 4) vektörünün  f1 2 3 4g kümesinde
olup olmad¬¼g¬n¬ inceleyelim: e¼ger

 = 11 + 22 + 33 + 44 1  4 2 R

yaz¬l¬rsa, aşa¼g¬daki sistem elde edilir:

21 + 2 + 23 + 4 = 0 1 + 3 = ¡2 21 + 2 ¡ 4 = 4

Buradan 1 = 4 2 = 4 ¡ 4 3 = ¡2 ¡ 4 olup sonsuz miktarda 1  4
bulunur ki  2  f1 2 3 4g olmas¬ demektir.
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Tan¬m 3.2.25 V bir reel vektör uzay¬ ve S = f1  g ½  olsun. E¼ger V
deki her bir vektör S nin elemanlar¬n¬n bir lineer kombinasyonu ise S kümesi
V yi üretir (gerer) ya da V uzay¬ S taraf¬ndan üretilir (gerilir) denir.

Örnek 3.2.26 R3 uzay¬nda 1 = (1 2 1)  2 = (1 0 2)  3 = (1 1 0)
verilsin. S = f1 2 3g kümesinin R3 uzay¬n¬ üretti¼gini gösterelim:  =
(  ) ve  = 11+ 22+ 33 olsun. Her    için 1 2 3 sabitlerinin
bulunabilece¼gini gösterece¼giz. Bunun için

1 =
¡2+ 2 + 

3
 1 =

¡  + 

3
 1 =

4¡  ¡ 2

3

bulunur ki  fSg = R3 olmas¬ demektir.

Örnek 3.2.27 P2 uzay¬nda 1 = 2+2+1 ve 2 = 2+2 ise  f1 2g =
P2 oldu¼gunu gösterelim, yani  = 11 + 22 olacak şekilde 1 2 sabitlerini
bulmal¬y¬z. Bunun için

2 + +  = 1
¡
2 + 2+ 1

¢
+ 2

¡
2 + 2

¢

eşitli¼ginden
1 + 2 =  21 =  1 + 22 = 

sistemi bulunur. ·Ilaveli katsay¬lar matrisi yaz¬p indirgenmiş forma getirilirse
2
6664

1 0
... 2¡ 

0 1
... ¡ 

0 0
... ¡ 4+ 2

3
7775

olur. E¼ger  ¡ 4 + 2 6= 0 ise çözüm yoktur. Bu eşitsizli¼gi sa¼glayan   
say¬lar¬ bulunabilece¼ginden f1 2g kümesi  yi geremez.

Tan¬m 3.2.28 V bir vektör uzay¬ ve S = f1  g ½ V olsun. E¼ger

11 + +  = 0

iken 1 =  =  = 0 oluyorsa S kümesine lineer ba¼g¬ms¬z; aksi halde,yani
yukar¬daki eşitlik sa¼glan¬rken 1   lerden en az biri s¬f¬rdan farkl¬ ise S
kümesine lineer ba¼g¬ml¬ ad¬ verilir.
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Örnek 3.2.29 R4 uzay¬nda 1 = (1 0 1 2)  2 = (0 1 1 2)  3 = (1 1 1 3)
verilsin. S = f1 2 3g kümesinin lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gunu gösterelim.
Buna göre

11 + 22 + 33 = 0

olmak üzere

1 + 3 = 0 2 + 3 = 0 1 + 2 + 3 = 0 21 + 22 + 33 = 0

sistemin çözümünden 1 = 2 = 3 = 0 elde edilir ki S lineer ba¼g¬ms¬z olur.

Örnek 3.2.30 R3 de 1 = (1 2¡1)  2 = (1¡2 1)  3 = (¡3 2 1) ve
4 = (2 0 0) verilsin. S = f1 2 3 4g kümesi lineer ba¼g¬ml¬d¬r. Gerçek-
ten,

11 + 22 + 33 + 44 = 0

iken
1 + 2 ¡ 33 + 24 = 0

21 ¡ 22 + 23 = 0

¡1 + 2 ¡ 3 = 0

denklem sisteminin aşikar olmayan bir çözümü vard¬r. Örne¼gin 1 = 1 2 =
2 3 = 1 ve 4 = 0 bir çözüm olup S nin lineer ba¼g¬ml¬ olmas¬ için yeterlidir.

Uyar¬ 3.2.31 R de verilen 1   vektörlerin lineer ba¼g¬ml¬ olup olmad¬¼g¬
determinant fonksiyonu yard¬m¬yla kolayca incelenebilir. E¼ger

det (1  ) = 0

ise bunlar lineer ba¼g¬ml¬, aksi durumda ise lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.

Uyar¬ 3.2.32 Bir reel vektör uzay¬nda S = f0g kümesi lineer ba¼g¬mld¬r.
Çünkü s¬f¬rdan farkl¬ her  skaleri için 0 = 0 dir.

Teorem 3.2.33 S1 ve S2 bir reel vektör uzay¬n¬n sonlu altkümeleri ve S1 µ
S2 olsun. O zaman aşa¼g¬daki önermeler do¼grudur:

1. S1 lineer ba¼g¬ml¬ ise S2 de lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

2. S2 lineer ba¼g¬ms¬z ise S1 de lineer ba¼g¬ms¬zd¬r.
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Uyar¬ 3.2.34 Yukar¬daki uyar¬ ve teorem bize 0 (s¬f¬r) ¬ içeren her kümenin
lineer ba¼g¬ml¬ oldu¼gunu ifade eder.

Uyar¬ 3.2.35 R2 de lineer ba¼g¬ml¬l¬k aşa¼g¬daki gibi yorumlanabilir: f1 2g
R2 de lineer ba¼g¬ml¬ ise 11 + 22 = 0 d¬r ve 1 2 den en az biri s¬f¬rdan
farkl¬d¬r. Genelli¼gi bozmadan 1 6= 0 kabul edilirse

1 = ¡
2
1
2

olur. Bu birinin di¼gerinin bir kat¬ olmas¬ anlam¬na gelir. Yani

f1 2g  ̧,  ̧   ,

, ç  ̧ Ä

Şekil-6: Lineer ba¼g¬ml¬ ve lineer ba¼g¬ms¬z vektörler

Uyar¬ 3.2.36 Benzer bir sonuç R3 için de geçerlidir: R3 uzay¬nda

f1 2 3g  ̧,  Äç Ä  ç 

Ä ç

(Gösteriniz.)

Teorem 3.2.37 V bir vektör uzay¬ ve S = f1  g ½ V olsun. S nin
lineer ba¼g¬ml¬ olmas¬ için bir  vektörünün kendinden önce gelen vektörlerin
bir lineer kombinasyonu olmas¬ gerek ve yeterdir.
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Sonuç 3.2.38 V bir vektör uzay¬ ve S = f1  g ½ Volsun. S nin lineer
ba¼g¬ml¬ olmas¬ için S deki bir vektörün di¼gerlerinin lineer kombinasyonu ol-
mas¬ gerek ve yeterdir.

Sonuç 3.2.39 V bir vektör uzay¬ ve S = f1  g V yi üretsin.  kendin-
den önce gelen vektörlerin bir lineer kombinasyonu olsun. O zaman

~S = S¡ fg = f1  ¡1 +1  g

kümesi de V yi gerer.

Örnek 3.2.40 R4 de 1 = (1 1 0 0)  2 = (1 0 1 0)  3 = (0 1 1 0) ve
4 = (2 1 1 0) vektörleri için S = f1 2 3 4g olsun. W =  (S)
diyelim. 4 = 1 + 2 oldu¼gundan, ~S = f1 2 3g denirse W = 

³
~S
´

olur ki buW uzay¬n¬ üretmek için 4 eleman¬na ihtiyaç olmad¬¼g¬n¬ ifade eder.

3.2.3 Baz ve boyut

Tan¬m 3.2.41 V bir vektör uzay¬ ve S = f1  g ½ V olsun. E¼ger S
lineer ba¼g¬ms¬z ve  (S) = V ise S ye V nin bir baz¬ denir.

Örnek 3.2.42 R3 uzay¬nda S = f(1 0 0)  (0 1 0)  (0 0 1)g verilsin. S
kümesi R3 ün bir baz¬d¬r (gösteriniz) ve bu baza R3 ün standart baz¬ denir.
Daha genel olarak R uzay¬n¬n standart baz¬

1 = (1  0)    = (0  1)

şeklindedir. R3 n¬n standart baz elemanlar¬ 1 = (1 0 0)  2 = (0 1 0)  3 =
(0 0 1) ile gösterilir ve R3 deki her bir  = (  ) vektörü

 = 1 + 2 + 3

şeklinde yaz¬l¬r.

Örnek 3.2.43 S = f2 + 1 ¡ 1 2+ 2g kümesinin P2 nin bir baz¬ oldu¼gunu
gösterelim. S nin lineer ba¼g¬ms¬z ve  (S) = P2 oldu¼gunu göstermeliyiz.
Bunun için 1 2 3 2 R olmak üzere

1
¡
2 + 1

¢
+ 2 (¡ 1) + 3 (2+ 2) = 0
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1 = 0 2 + 23 = 0 ve ¡2 + 23 = 0 olup 1 = 2 = 3 = 0 ve S lineer
ba¼g¬ms¬zd¬r. Ayr¬ca  (S) = P2 için

2 + +  = 1
¡
2 + 1

¢
+ 2 (¡ 1) + 3 (2+ 2)

olacak şekilde her    için 1 2 3 skalerlerinin bulunabilece¼gini göster-
meliyiz. Yukar¬daki eşitlikten

1 =  2 =
+ ¡ 

2
 3 =

+ ¡ 

2

olur ki bu  (S) = P2 oldu¼gunu gösterir.

Örnek 3.2.44 R4 de

S = f1 = (1 0 1 0)  2 = (0 1¡1 2)  3 = (0 2 2 1)  4 = (1 0 0 1)g

nin bir baz oldu¼gunu bir al¬şt¬rma olarak gösteriniz.

Teorem 3.2.45 V reel vektör uzay¬n¬n bir baz¬ S = f1  g olsun. O
zaman V deki her bir eleman S deki vektörlerin bir lineer kombinasyonu
olacak şekilde tek türlü olarak yaz¬labilir.

Tan¬m 3.2.46 Bir V reel vektör uzay¬n¬n baz¬ndaki eleman say¬s¬na (e¼ger
sonlu ise) V nin boyutu denir  (V) ile gösterilir. E¼ger V = f0g ise
 (V) = 0 olarak kabul edilir.

Örnek 3.2.47 S = f2  1g kümesi P2 için bir baz olup  (P2) = 3 dir.

Örnek 3.2.48 S = f(1 0 0)  (0 1 0)  (0 0 1)g kümesi R3 için bir baz olup
 (R3) = 3

Tan¬m 3.2.49 Baz¬ sonlu say¬da elemandan oluşan vektör uzaylar¬na sonlu-
boyutlu vektör uzay¬; aksi durumda ise, sonsuz-boyutlu vektör uzay¬ ad¬
verilir.

Uyar¬ 3.2.50 Aşa¼g¬dakiler baz ve boyut kavramlar¬ için önemlidir:

1. Eleman say¬s¬ sonlu tek reel vektör uzay f0g dir, çünkü her  skaleri
için 0 2 f0g dir.
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2. V nin herhangi iki baz¬n¬n eleman say¬s¬ eşittir.

3. V ¡boyutlu bir uzay ve S = f1  g ½ V kümesi lineer ba¼g¬ms¬z
ise  ·  dir.

4. V ¡boyutlu bir uzay olsun. V deki lineer ba¼g¬ms¬z ve eleman say¬s¬
en fazla olan küme  elemanl¬d¬r ve V nin baz¬d¬r.

5.  (V) =  ise    elemanl¬ bir küme lineer ba¼g¬ml¬d¬r.

6.  (V) =  ise    elemanl¬ bir küme V yi üretemez.

Aşa¼g¬daki şekilde lineer ba¼g¬ms¬z kümeler, baz ve üreten kümeler aras¬ndaki

ili̧ski verilmektedir.

Şekil-7: Baz, lineer ba¼g¬ms¬zl¬k, üreten kümeler

3.2.4 Skaler (·Iç) çarp¬m

Aşa¼g¬da standart reel vektör uzay¬nda skaler çarp¬m, norm ve aç¬ gibi kavram-
lar ifade edilecektir.

Tan¬m 3.2.51 R de  = (1  ) ve  = (1  ) vektörleri verilsin.
Buna göre

 ¢  = 11 + + 

de¼gerine  ile  n¬n skaler çarp¬m¬ (ya da iç çarp¬m) denir.
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Örnek 3.2.52 R4 de  = (1 2¡1 3) ve  = (2¡1 1 ) vektörleri için
 ¢  = 0 ise  de¼gerini bulal¬m. Çözüm  = 1

3
olarak kolayca elde edilebilir.

Teorem 3.2.53 R de   vektörleri ve   2 R için aşa¼g¬daki özellikler
sa¼glan¬r:

1. (+ ) ¢  =  ¢  +  ¢   ¢ ( + ) =  ¢  +  ¢ ;

2.  ¢  =  ¢ ;

3.  ¢  ¸ 0;  ¢  = 0()  = 0

Uyar¬ 3.2.54 Yukar¬daki 1,2 ve 3 numaral¬ özelliklere; s¬ras¬yla, bilineer-
lik, simetri ve pozitif tan¬ml¬l¬k ad¬ verilir.

Tan¬m 3.2.55 Üzerinde skaler çarp¬m tan¬ml¬ R uzay¬na ¡boyutlu Öklit
uzay¬ ad¬ verilir.

Öklit Megaren MÖ 330-275. ·Iskenderiyeli matematikçi. Geometrinin

babas¬

Resim-9: Öklit Megaren (MÖ 330-275)
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Öklit’in bilimsel kişili¼gi, unutulmayan sözlerini de yans¬m¬şt¬r: Bir gün der-
sini bitirdi¼ginde ö¼grencilerinden biri yaklaş¬r, “Verdi¼giniz ispatlar çok güzel;
ama pratikte bunlar neye yarar?” diye sordu¼gunda, Öklit kap¬da bekleyen
kölesini ça¼g¬r¬r, “Bu delikanl¬ya 5-10 kuruş ver, vaktinin boşa gitmedi¼gini
görsün!” demekle yetinir.

Tan¬m 3.2.56 R uzay¬nda bir  = (1  ) vektörünün normu

kk =
p
 ¢  =

q
21 + + 2

şeklinde tan¬mlan¬r. E¼ger kk = 1 ise  ya birim vektör ad¬ verilir.

Uyar¬ 3.2.57 Bir  6= 0  2 R vektörü yünündeki tek birim vektör 
kk

dir. Bu ayn¬ zamanda bir vektörü birim vektör yapmak için bir metottur.

Örnek 3.2.58 R de  = (1¡3 4 2) vektörünü birim uzunluklu olarak
yeniden ifade edelim. Bunun için

~ =


kk =
µ

1p
30


¡3p
30


4p
30


2p
30

¶

olur.

Teorem 3.2.59 Her   2 R vektörleri için aşa¼g¬daki eşitsizlikler sa¼glan¬r:

1. Cauchy-Schwarz eşitsizli¼gi

j ¢ j · kk kk ;

2. Minkowski ya da üçgen eşitsizli¼gi

k + k · kk+ kk 
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Augustin Louis Cauchy (1789-1957). Frans¬z matematikçi.

Resim-10: Augustin Louis Cauchy (1789-1957)

Tan¬m 3.2.60 R deki her  = (1  ) ve  = (1  ) vektörleri için
 ile  aras¬ndaki uzakl¬k

 ( ) = k¡ k =
q
(1 ¡ 1)

2 + + ( ¡ )
2

şeklinde tan¬mlan¬r. Ayr¬ca bu vektörler aras¬ndaki aç¬  ise

cos  =
 ¢ 
kk kk

ba¼g¬nt¬s¬ mevcuttur.

Tan¬m 3.2.61 R de bir  vektörünün s¬f¬rdan farkl¬ bir  vektörü üzerine
izdüşümü

 ( ) =
 ¢ 
kk2



şeklinde tan¬mlan¬r.

Burada ¤ =  ( ) denirse, ¤ = cos  ve her iki taraf¬n normu
al¬n¬p cos  yerine de¼geri yaz¬l¬rsa

k¤k = kk  ¢ 
kk kk =

 ¢ 
kk
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olur. ¤ vektörü normu ile ayn¬ yöndeki birim vektörün çarp¬m¬ olarak yaz¬la-
bilece¼ginden

¤ =
 ¢ 
kk2



olur.

Şekil-8: Vektörlerde izdüşüm

Örnek 3.2.62 R3 de  = (1¡2 1) ve  = (2 3 1) vektörleri aras¬ndaki
aç¬y¬ ve  n¬n  üzerindeki izdüşümünü bulal¬m. Bu aç¬  ise

cos  =
¡3
2
p
27

  ( ) =

µ
¡3
7

¡9
14


¡3
14

¶


Tan¬m 3.2.63 R de 1   vektörleri verilsin. E¼ger bu vektörlerden her-
hangi ikisi için

 ¢  = 0 1 ·   · 

ise  ve  vektörlerine ortogonal (dik) dir denir. Ayr¬ca bu vektörler

 = 1 1 ·  · 

şart¬n¬ sa¼glarsa o zaman  vektörlerine ortonormal ad¬ verilir.

Aşa¼g¬daki metot lineer ba¼g¬ms¬z vektörlerin bir kümesinden ortonormal

bir vektör sistemi elde etmek için kullan¬l¬r ve Gram-Schmidt metodu ola-

rak bilinir:
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R de lineer ba¼g¬ms¬z 1   vektörlerini ele alal¬m. Buna göre

1 = 1

2 = 2 ¡
2 ¢ 1

1 ¢ 1

1



 =  ¡
X

=1

 ¢ 

 ¢ 


ile verilen 1   vektörleri ortogonaldir. Ayr¬ca

1 =
1

k1k
   =



kk

yaz¬l¬rsa, 1   ortonormal vektörleri elde edilir. Buna göre

 ¢  =  =

8
<
:

1  =  için,

0  6=  için,

burada  ile Kronocker deltas¬ gösterilmektedir.

 = 3 özel durumunda Gram-Schmidt metodu

1 = 1 2 = 2 ¡
2 ¢ 1

1 ¢ 1

1

3 = 3 ¡
3 ¢ 2

2 ¢ 2

2 ¡
3 ¢ 1

1 ¢ 1

1

1 =
1

k1k
 2 =

2

k2k
 3 =

3

k3k

haline dönüşür.

Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), Danimarkal¬ matematikçi.
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Resim-11: Jorgen Pedersen Gram (1850-1916)

Erhard Schmidt (1876-1959), Alman matematikçi.

Resim-12: Erhard Schmidt (1876-1959)

Örnek 3.2.64 R3 de 1 = (1 1 1)  2 = (¡1 0¡1)  3 = (¡1 2 3) vek-
törleri verilsin. det (1 2 3) = 2 6= 0 oldu¼gundan vektörler lineer ba¼g¬m-



92 BÖLÜM 3 VEKTÖR UZAYLAR¬

s¬zd¬r ve Gram-Schmidt metodu uygulanabilir. Buna göre

1 = 1 = (1 1 1) 

2 = (¡1 0¡1)¡ (¡1 0¡1) ¢ (1 1 1)
(1 1 1) ¢ (1 1 1) (1 1 1) =

µ
¡1
3

2

3

¡1
3

¶

ve
3 = (¡1 2 3)¡ (¡123)¢(¡13  2

3
¡1
3 )

(¡13  2
3
¡1
3 )¢(

¡1
3
2
3
¡1
3 )

¡¡1
3
 2
3
 ¡1

3

¢
¡

(¡123)¢(111)
(111)¢(111) (1 1 1) = (¡2 0 2)

vektörleri ortogonal olurlar. Bununla birlikte

1 =
1

k1k
=

µ
1p
3

1p
3

1p
3

¶
 2 =

2

k2k
=

µ
¡1p
6

2p
6

¡1p
6

¶


3 =
3

k3k
=

µ
¡1p
2
 0

1p
2

¶

ortonormal vektörler elde edilir.

3.2.5 Bölüm sonu al¬̧st¬rmalar¬

1.  = (2¡6¡1),  = (¡1 0¡3) ve  = (¡3 1 1) vektörleri için aşa¼g¬-
dakileri hesaplay¬n¬z:

(a) 3¡ 4

(b) ¡  + 

2.  = (1¡1),  = ( 0 ) ve  =  ise  çarp¬m¬ kaçt¬r?

3. Örnek 2.2.2-Örnek 2.2.6 da verilen kümelerin birer reel vektör uzay¬
olduklar¬n¬ gösteriniz.

4. R1= f(0 1 2 ) :  2 R  2 Ng sonsuz diziler kümesinin bir reel
vektör uzay¬ oldu¼gunu gösteriniz.

5. V = f( ) :   2 Rg kümesi üzerinde tan¬ml¬ olan aşa¼g¬daki i̧slemleri
ele alal¬m:

 Ä  : (1 1) + (2 2) = (1 + 2 + 1 1 + 2 + 1)

 ç :  (1 1) = (1 + ¡ 1 1 + ¡ 1) 
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Bu i̧slemlerle birlikte V kümesinin bir reel vektör uzay¬ oldu¼gunu gös-
teriniz. Ayr¬ca toplama i̧sleminin birim eleman¬n¬ elde ediniz.

6. R5 de aşa¼g¬da verilen kümenin bir altuzay oldu¼gunu gösteriniz:

V = f(0  0  0) :   2 Rg 

7. R£ üzerinde tüm diagonal matrislerin kümesi bir altuzay oluşturur
mu?

8. R£ üzerinde izleri toplam¬ s¬f¬r olan tüm matrislerin kümesi bir al-
tuzay oluşturur mu?

9. R£ üzerinde elemanlar¬ pozitif olan tüm matrislerin kümesi bir al-
tuzay oluşturur mu?

10. Aşa¼g¬daki ifadelerden do¼gru ve yanl¬̧s olanlar¬ tespit ediniz:

(a) Eleman say¬s¬ sonlu tek reel vektör uzay f0g dir.
(b) V bir reel vektör uzay¬ ve W da V nin bir reel vektör uzay¬ olan

altkümesi olsun. W ayn¬ zamanda V nin bir altuzay¬d¬r.

(c) Boş küme her reel vektör uzay¬n bir altuzay¬d¬r.

(d) V nin herhangi iki altuzay¬n¬n arakesiti bir altuzayd¬r.

11. P1 1. dereceden polinomlar¬n kümesi üzerinde f+ 4 3+ 2 + 4g al-
tkümesinin lineer ba¼g¬ml¬ olmas¬ için  nin alabilece¼gi de¼gerler çarp¬m¬
kaçt¬r?

12. S =
n
 j  : R Ä¡! R

o
reel de¼gerli sürekli fonksiyonlar¬n kümesi üz-

erinde  () = 3 ve  () = 32 fonksiyonlar¬ için f g altkümesi
lineer ba¼g¬ms¬z m¬d¬r?

13. R2 de
S = f(1 0)  (0 4)  (0 0)  (2 0)  (2 2)g

kümesinin tüm lineer ba¼g¬ms¬z altkümelerini bulunuz.

14. V reel vektör uzay¬nda    vektörleri için

S = f2 ¡ 3 1 ¡ 2 3 ¡ 1g  1 2 3 2 R

kümesi lineer ba¼g¬ms¬z m¬d¬r?
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15. R4 de f  g altkümesi lineer ba¼g¬ms¬z olarak verilsin.

f3+ 2 +  +  2+ 5 3 + 2 3+ 4 + 2 + 3g

kümesi de lineer ba¼g¬ms¬z m¬d¬r?

16. R3 de  = (1 0 1) vektörünü içeren bir baz bulunuz.

17. V 3¡boyutlu bir reel vektör uzay¬ ve baz¬ f g olsun.

f+   +  ¡ g

kümesi de V için bir baz olur mu?

18. V = f(0  ) :   2 Rg ½ R2 altuzay¬n¬n bir baz¬n¬ bulunuz.

19. Aşa¼g¬dakilerden hangisi R3 için bir bazd¬r:

(a) f(1 0¡1)  (2 5 1)  (0¡4 3)g ;
(b) f(2¡4 1)  (0 3¡1)  (6 0¡1)g ;
(c) f(1 2¡1)  (1 0 2)  (2 1 1)g ;
(d) f(1¡3¡2)  (¡3 1 3)  (¡2¡10¡2)g 

20. Aşa¼g¬daki ifadelerden do¼gru ve yanl¬̧s olanlar¬ tespit ediniz:

(a) f0g uzay¬ bir baza sahip de¼gildir.

(b) Sonlu bir küme ile oluşturulan her vektör uzay¬ bir baza sahiptir.

(c) Her vektör uzay¬ sonlu bir baza sahiptir.

(d) Bir vektör uzay¬ birden fazla baza sahip olamaz.

(e) E¼ger bir vektör uzay¬ sonlu bir baza sahipse, her baz¬ndaki eleman
say¬s¬ ayn¬d¬r.

(f) P  dereceden polinomlar¬n kümesinin boyutu  dir.

(g) R£ kümesinin boyutu +  dir.

(h) E¼ger V ¡boyutlu bir vektör uzay¬ ise, boyutu 0 olan yaln¬z bir
ve boyutu  olan yaln¬z bir altuzay¬ vard¬r.

21. R2 nin bir baz¬ f g olsun.   2 R için f+  g ve f g
kümelerinin de R2 için bir baz oldu¼gunu gösteriniz.
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22. Aşa¼g¬daki homojen lineer denklem sistemini ele alal¬m:
8
<
:

1 ¡ 22 + 3 = 0

21 ¡ 32 + 3 = 0

Bu sistemin çözümler kümesi R3 için bir altuzayd¬r. Bu altuzay için bir
baz elde ediniz.

23. R de  ve  vektörleri için aşa¼g¬da verilen eşitliklerin sa¼gland¬¼g¬n¬
gösteriniz:

(a) E¼ger  ve  ortogonal ise

k+ k2 = kk2 + kk2 

Bu eşitli¼gin  = 2 durumunda Klasik Geometrideki hangi ünlü
teoreme karş¬l¬k geldi¼gini bulunuz.

(b) Aşa¼g¬daki eşitli¼ge paralelkenar kural¬ (yasas¬) denir.

k+ k2 + k ¡ k2 = 2 kk2 + 2 kk2 

Bu kural¬n R2 de paralelkenarlarla ili̧skisini ifade ediniz.

(c) Aşa¼g¬daki eşitli¼ge polar eşitli¼gi denir.

 ¢  =
1

4
k + k2 ¡ 1

4
k¡ k2 

Bu eşitli¼gi gerçekleyiniz.

24. Bir reel vektör uzay¬nda; e¼ger herhangi iki vektör Cauchy-Schwarz eşit-
sizli¼ginin eşitlik durumunu sa¼glarsa, bu vektörlerle ilgili ne söyleye-
bilirsiniz?

25. Bir reel vektör uzay¬nda; e¼ger herhangi iki vektör Minkowski eşitsi-
zli¼ginin eşitlik durumunu sa¼glarsa, bu vektörlerle ilgili ne söyleyebilirsiniz?

26. R2 de
n³

1p
5
 2p

5

´

³

2p
5
 ¡1p

5

´o
kümesinin bir ortonormal baz oldu¼gunu

gösteriniz.
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27. R3 de f(1 0¡1)  (2¡1 1)  (¡1¡1 4)g kümesine Gram-Schmidtmetodu
uygulanabilir mi?

28. R3 de f(1 1 0)  (2 0 1)  (2 2 1)g vektörlerinin lineer ba¼g¬ml¬-ba¼g¬ms¬z
olduklar¬n¬ kontrol ettikten sonra (e¼ger lineer ba¼g¬ms¬z ise) Gram-Schmidt
metodunu uygulay¬n¬z.

29. R de ortogonal vektörlerin birbirine göre izdüşümleri hakk¬nda ne
söyleyebilirsiniz. Geometrik olarak yorumlay¬n¬z.

3.3 Kompleks vektör uzaylar¬
Kompleks say¬lar kümesinin kendisi ile  kez kartezyen çarp¬m¬ndan meydana
gelen

C = C£ £ C = f(1  ) : 1   2 Cg
kümesi üzerinde

(1  ) + (1  ) = (1 + 1   + )

ve
 (1  ) = (1  )   2 C

i̧slemleri tan¬mlan¬rsa C bir vektör uzay¬ olup ¡boyutlu kompleks vektör
uzay¬ ad¬n¬ al¬r.

Örnek 3.3.1 C3 de  = (2 + 3i 4¡ i 3) ve  = (3¡ 2i 5i 4¡ 6i) vektörleri
için

+  = (5 + i 4 + 4i 7¡ 6i)

ve
(5¡ 2i) = (16 + 11i 18¡ 13i 15¡ 6i)

olur.

Tan¬m 3.3.2 C de  = (1  ) ve  = (1  ) vektörleri için,  ile
 n¬n iç çarp¬m¬

 ¢  = 1 ¹1 + +  ¹

ile tan¬mlan¬r.  n¬n normu

kk =
p
 ¢  =

p
1¹1 + + ¹ =

q
j1j2 + + jj2

dir.
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Uyar¬ 3.3.3 kk de¼geri daima reel ve pozitiftir.

Örnek 3.3.4 C3 de  = (2 + 3i 4¡ i 3 + 5i) ve  = (3¡ 4i 5i 4¡ 2i) vek-
törleri için

 ¢  = (2 + 3i)
¡
3¡ 4i

¢
+ (4¡ i)

¡
5i
¢
+ (3 + 5i)

¡
4¡ 2i

¢
= ¡9 + 19i

ve
 ¢  = j2 + 3ij2 + j4¡ ij2 + j3 + 5ij2 = 64

dolay¬s¬yla kk = 8 olur.

Tan¬m 3.3.5 Üzerinde tan¬ml¬ iç çarp¬m tan¬ml¬ C uzay¬na ¡boyutlu
kompleks Öklit uzay¬ ad¬ verilir.

Teorem 3.3.6 C de    vektörleri ve  2 C için aşa¼g¬daki özellikler
sa¼glan¬r:

1. (+ ) ¢  =  ¢  +  ¢   ¢ ( + ) =  ¢  +  ¢ ;

2.  ¢  =  ¢ ;

3.  ¢  ¸ 0;  ¢  = 0()  = 0

Uyar¬ 3.3.7 C uzay¬nda da Cauchy-Schwarz ve Minkowski (ya da üçgen)
eşitsizlikleri sa¼glanmaktad¬r.

3.3.1 Bölüm sonu al¬̧st¬rmalar¬

1. Aşa¼g¬daki i̧slemleri yap¬n¬z:

(a) i0 i3 i5 i10;

(b) i39 i174 i256 i327;

(c) (4¡ 3i)2  (1 + 3i)2  (1¡ i)3 ;

(d) 2¡7i
5+3i



2. 6 + 4i, 2 + i 1¡ 2i 5 ¡3i i say¬lar¬n¬n eşleniklerini bulunuz.

3. Aşa¼g¬da verilen vektörler için kk  kk ve  ¢  de¼gerini bulunuz:
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(a)  = (1 + 2i 3¡ i¡1¡ 4i)   = (1¡ 2i 1 + i 1 + i)

(b)  = (2i i¡6i)   = (3¡ 2i 4¡ i 5i)

(c)  = (1 0¡1)   = (1¡ 2i 1 + i 1 + i) 

4. C de her   vektörleri için aşa¼g¬daki eşitli¼gi gerçekleyiniz:

k§ k2 = kk2 § 2Re ¢  + kk2 

burada Re ¢ ile  ¢ kompleks say¬s¬n¬n reel k¬sm¬ ifade edilmektedir.

5. C de her   vektörleri için aşa¼g¬daki eşitli¼gi gerçekleyiniz:

jkk ¡ kkj · k¡ k

6. C de her   vektörleri için aşa¼g¬daki eşitli¼gi gerçekleyiniz:

 ¢  =
1

4

4X

=4

i
°° + i

°°2 

7. C1= f(0 1 2 ) :  2 C  2 Ng sonsuz diziler kümesinin bir vek-
tör uzay¬ oldu¼gunu gösteriniz.

3.4 Lineer dönüşümler ve matrisler

Lineer Cebir dersinin as¬l konusu matrisler yard¬m¬yla lineer dönüşümleri

incelemektir.

3.4.1 Lineer dönüşümler

Tan¬m 3.4.1 V ve W iki reel (ya da kompleks) vektör uzay¬ ve  : V ¡!W
bir fonksiyon olsun. E¼ger

1. her   2 V için  (+ ) =  () +  () ;

2. her  2 R (ya da  2 C) ve her  2  için  () =  ()
ise  ye V den W ya bir lineer dönüşüm denir.
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Uyar¬ 3.4.2 Dönüşüm kavram¬ daha genel hallerde fonksiyonun yerine kul-
lan¬l¬r. Daha aç¬k bir ifadeyle, görüntü kümesi reel yada kompleks say¬lar
olan her dönüşüm bir fonksiyon olarak ifade edilir.

Uyar¬ 3.4.3  : V ¡! W bir lineer dönüşüm ise  (0) = 0 d¬r. Gerçekten
her  2 V için

 (¡ )
1
=  () +  (¡) 2

=  ()¡  () = 0

olur. Ancak bu durumun tersi her zaman do¼gru olmayabilir.

Lemma 3.4.4  : V ¡! W fonksiyonunun bir lineer dönüşüm olmas¬ için
her  2 R ve   2 V olmak üzere

 ( + ) =  () +  ()

olmas¬ gerek ve yeterdir.

Örnek 3.4.5 Bir reel (ya da kompleks) V vektör uzay¬nda  : V ¡! V
dönüşümü

 () =   2 R

(ya da  2 C) olarak tan¬mlan¬yor.  nin lineer oldu¼gunu gösterelim: Her
  2 V ve her  2 R (ya da  2 C) için

 ( + ) =  (+ ) = () +  ()

=  () +  ()

olur ki  lineer bir dönüşüm olur.

Örnek 3.4.6  : R3 ¡! R2

 (  ) = ( )

şeklinde tan¬mlanan  izdüşüm dönüşümünün lineer oldu¼gunu gösterelim:
Her   2 R3 için

 = (1 2 3)   = (1 2 3)
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olsun. O zaman, her  2 R için

 (+ ) =  ((1 2 3) +  (1 2 3))

=  (1 + 1 2 + 2 3 + 3)

= (1 + 1 2 + 2)

= (1 2) +  (1 2)

=  () +  ()

olup  dönüşümü lineerdir.

Örnek 3.4.7  : R2 ¡! R2,  ( ) = (¡  + ) olarak tan¬mlanan 
nin lineer bir dönüşüm oldu¼gunu gösterelim: Her   2 R2,  = (1 2)   =
(1 2) ve her  2 R için

 (+ ) =  ((1 2) +  (1 2)) =  ((1 + 1 2 + 2))

= (1 + 1 ¡ 2 + 2 1 + 1 + 2 + 2)

= (1 ¡ 2 1 + 2) +  (1 ¡ 2 1 + 2)

=  () +  ()

olur ki  lineerdir.

Örnek 3.4.8  : R3 ¡! R3

 (  ) = (+ 1 2 )

şeklinde verilen dönüşümün lineer olup olmad¬¼g¬n¬ inceleyelim: E¼ger  bir
lineer dönüşüm ise  (0 0 0) = (0 0 0) olur. Halbuki  (0 0 0) = (1 0 0)
oldu¼gundan  lineer de¼gildir.

Uyar¬ 3.4.9 V ve W iki reel (ya da kompleks) vektör uzay¬ olsun. Liter-
atürde bunlar aras¬nda tan¬ml¬ bir lineer dönüşüme homomor…zm de de-
nilmektedir. V veW aras¬ndaki bütün homomor…zmlerin kümesi  (VW)
ile gösterilir. Üstelik,  (VW) kümesi de bir reel (ya da kompleks) vektör
uzay¬d¬r.

Tan¬m 3.4.10  : V ¡!W bir lineer dönüşüm, H kümesi V vektör uzay¬n¬n
bir altkümesi olsun. Bu durumda

 (H) = f () :  2 Hg

kümesine H n¬n  alt¬ndaki görüntü kümesi ya da k¬saca görüntüsü ad¬ ver-
ilir.
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Teorem 3.4.11  : V ¡! W bir lineer dönüşüm ve H kümesi V vektör
uzay¬n¬n bir altuzay¬ olsun. O zaman  (H) görüntü kümesi de W n¬n bir
altuzay¬ olur.

Örnek 3.4.12 R3 uzay¬nda 1¡2+23 = 0 düzlemi R3 ün bir altuzay¬d¬r.
Bu düzlemde bulunan tüm vektörlerin kümesini H ile gösterelim. Buna göre
 : R3 ¡! R4

 (1 2 3) = (31 + 2 1 + 2 ¡ 23 2 ¡ 3 1 + 42 ¡ 3)

ile verilen  lineer dönüşümü için  (H) ½ R4 altuzay¬n¬n boyutu ile bir-
likte bir baz¬n¬ elde edelim: Buna göre H kümesinde bulunan tüm vektörlerin
bileşenleri 1 ¡ 2 + 23 = 0 denklemini sa¼glarlar ve dolay¬s¬yla

H = f(¡ 2  ) :   2 Rg

dir, yani bir  2 H ise  = (¡ 2  ) dir. Buna göre

 (¡ 2  ) = (3 (¡ 2) +  ¡ 2+ ¡ 2 ¡  ¡ 2+ 4¡ )

= (4¡ 6 2¡ 4 ¡  5¡ 3)

olur, yani

 (H) = f(4¡ 6 2¡ 4 ¡  5¡ 3) :   2 Rg 

Dolay¬s¬yla  2  (H) ise

 = (4¡ 6 2¡ 4 ¡  5¡ 3)

=  (4 2 1 5) +  (¡6¡4¡1¡3)

oldu¼gu için  f(4 2 1 5)  (¡6¡4¡1¡3)g =  (H) denilebilir. Ayr¬ca
bu küme lineer ba¼g¬ms¬z oldu¼gundan  (H) n¬n bir baz¬d¬r. Bu baz¬n eleman
say¬s¬ 2 oldu¼gundan  (H) n¬n boyutu da 2 dir.

Örnek 3.4.13  : R4 ¡! R3 lineer dönüşümü

 (1 2 3 4) = (21 + 23 ¡ 24¡1 + 2 + 34 22 + 23 + 44)

şeklinde tan¬mlans¬n.  (R4) altuzay¬n¬ elde edip boyutunu bulal¬m: E¼ger

21 + 23 ¡ 24 = 

¡1 + 2 + 34 = 

22 + 23 + 44 = 
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denirse, bu sistemin çözümü bize  (R4) altuzay¬n¬ karakterize edecektir. Bu
denklem sisteminin çözümü

2
6664

2 0 2 ¡2 ... 

¡1 1 0 3
... 

0 2 2 4
... 

3
7775

1:1!1+2¼

2
6664

1 1 2 1
... + 

¡1 1 0 3
... 

0 2 2 4
... 

3
7775

=
2:2!2+1¼

2
6664

1 1 2 1
... + 

0 2 2 4
... + 2

0 2 2 4
... 

3
7775

3:3!3¡2¼

2
6664

1 1 2 1
... + 

0 2 2 4
... + 2

0 0 0 0
... ¡¡ 2+ 

3
7775

=
4:2! 1

2
2

¼

2
6664

1 1 2 1
... + 

0 1 1 2
... 

2
+ 

0 0 0 0
... ¡¡ 2+ 

3
7775

5:1!1¡2¼
6:3!¡13

2
6664

1 0 1 ¡1 ... 
2

0 1 1 2
... 

2
+ 

0 0 0 0
... + 2¡ 

3
7775

olup, indirgenmiş matrisin gösterdi¼gi lineer denklem sisteminin tutarl¬ olmas¬
için

+ 2¡  = 0

olur. Buna göre  (R4) kümesi  =   =  için  = ¡2+  olup


¡
R4
¢
= f(¡2+   ) :   2 Rg

şeklinde elde edilir. Ayr¬ca

(¡2+   ) =  (¡2 1 0) +  (1 0 1)

oldu¼gundan  f(¡2 1 0)  (1 0 1)g =  (R4) denilebilir ki bu da  (R4)
ün boyutunun 2 olmas¬ demektir.

Tan¬m 3.4.14  : V ¡! W bir lineer dönüşüm ve  (V) sonlu boyutlu ise
bu uzay¬n boyutuna  lineer dönüşümünün rank¬ denir.

Örnek 3.4.15 Yukar¬daki örneklerde verilen dönüşümlerin rank¬ 2 dir.
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3.4.2 Bir lineer dönüşümün matrisi

Bu bölümde matrisler ve lineer dönüşümler aras¬nda bir eşleme kurulacak-
t¬r.
V ¡boyutlu; W ¡boyutlu reel (ya da kompleks) vektör uzaylar¬ ve

 : V ¡! W lineer dönüşüm olsun. SV = f1  g ve SW = f1  g
de s¬ras¬yla V nin veW nin bazlar¬ olsun. 1 ·  ·  için  () vektörleri W
uzay¬n¬n vektörleridir ve bu vektörler SW baz¬na göre

 () = 11 + 22 + +  =
X

=1



yaz¬labilir. Burada  ler  ve  ye ba¼gl¬ say¬lard¬r. Bu eşitlik daha aç¬k
bir şekilde

 (1) = 111 + 212 + + 1
 (2) = 121 + 222 + + 2

...

 () = 11 + 22 + + 

yaz¬labilir. Görüldü¼gü üzere  say¬lar¬ bir £ tipinde bir []£ matrisi
belirtir.

Tan¬m 3.4.16 V ve W sonlu boyutlu reel (ya da kompleks) vektör uzaylar¬
olmak üzere

 () =
X

=1



eşitli¼ginin belirtti¼gi [ ]£ matrisine  lineer dönüşümünün SV ve SW ba-
zlar¬na göre matrisi denir.

Örnek 3.4.17 P2 2. dereceden polinomlar¬n; P1 1. dereceden polinomlar¬n
uzay¬ olsun.  : P2 ¡! P1 dönüşümü  ( ()) =  0 () olsun. S1 = f2  1g
ve S2 = f 1g de P2 ve P1 in bazlar¬ olsun.  lineer dönüşümüne karş¬l¬k
gelen [] matrisini bulal¬m: S1 in elemanlar¬n¬n  alt¬ndaki görüntülerini
bulmal¬y¬z. Daha sonra bu görüntüleri P1 in baz¬ olan S2 nin elemanlar¬n¬n
bir lineer birleşimi olarak yazal¬m.


¡
2
¢
= 2 = 11+ 121
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ve 11 = 2 12 = 0 oldu¼gundan [ (2)]S2 = (2 0)  Benzer şekilde  () =

(0 1) ve  (1) = (0 0) elde edilir. Böylece istenen matris

 =

2
42 0 0

0 1 0

3
5

dir.

Örnek 3.4.18  : R3 ¡! R2  (  ) = (+  +  + 2 + 3) lineer
dönüşümü verilsin. R3 ve R2 nin standart bazlar¬n¬ göz önüne alarak  ye
karş¬l¬k gelen matrisi bulal¬m: Buna göre elde edilecek matris 2 £ 3 tipinde
olup

 (1 0 0) = (1 1) = 1 (1 0) + 1 (0 1) 

 (0 1 0) = (1 2) = 1 (1 0) + 2 (0 1) 

 (0 0 1) = (1 3) = 1 (1 0) + 3 (0 1) 

eşitlikleri yard¬m¬yla istenilen matris
2
41 1 1

1 2 3

3
5

şeklinde elde edilir.

Örnek 3.4.19  : R2 ¡! R3,  ( ) = (2 3 ¡ 2)

SR2 = f(2¡1)  (1 1)g ve SR3 = f(1 1 0)  (1 0 1)  (¡1 2 1)g

bazlar¬na göre  ye karş¬l¬k gelen matrisi bulal¬m: Buna göre bulmam¬z gereken
[]3£2 şeklinde bir matris olacakt¬r. Dolay¬s¬yla

 (2¡1) = (¡2 6 4) = 11 (1 1 0) + 21 (1 0 1) + 31 (¡1 2 1) 

denkleminden 8
>>><
>>>:

11 + 21 ¡ 31 = ¡2

11 + 231 = 6

21 + 31 = 4
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sistemi ve benzer şekilde

 (1 1) = (2 3¡1) = 12 (1 1 0) + 22 (1 0 1) + 32 (¡1 2 1) 

denkleminden 8
>>><
>>>:

12 + 22 ¡ 32 = 2

12 + 232 = 3

22 + 32 = ¡1

elde edilip bu sistemler çözülürse []3£2 matrisi
2
6664

0 3

1 ¡1

3 0

3
7775

bulunur.

3.4.3 Öz de¼gerler ve öz vektörler

Tan¬m 3.4.20  2 R
 £  tipinde bir matris olsun.

 = 

olacak şekilde s¬f¬rdan farkl¬ en az bir  2 R vektörü varsa  2 R say¬s¬na
 matrisinin bir öz (karakteristik ya da aygen) de¼geri denir.  say¬s¬ 
matrisinin bir öz de¼geri olmak üzere

 = 

eşitli¼gini sa¼glayan  vektörüne ise  matrisinin  öz de¼gerine karş¬l¬k gelen
bir öz (karakteristik ya da aygen) vektörü denir.

Uyar¬ 3.4.21 Aşa¼g¬da bir matrisin öz de¼gerleri ve öz vektörlerini bulmak
için bir metot ifade edilmiştir:

 = 

eşitli¼gi ayn¬ zamanda
(¡ ) = 0 (3.1)
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şeklinde de yaz¬labilece¼ginden (3.1) denkleminin aşikar olmayan bir çözümü
olabilmesi için

det (¡ ) = 0 (3.2)

olmas¬ gerek ve yeterdir. Dolay¬s¬yla  matrisinin öz de¼gerleri (3.2) denklem-
ini sa¼glayan  say¬lar¬d¬r. Her bir  öz de¼geri için (3.1) denkleminin aşikar
olmayan çözümleri bulunur. Bunlar  n¬n  ye karş¬l¬k gelen öz vektörleridir.

Örnek 3.4.22

 =

2
4 5 ¡

p
3

¡
p
3 7

3
5

olmak üzere  matrisinin öz de¼gerlerini bulal¬m. Bunun için

det (¡ 2) = 0

denklemini inceleyelim, yani

¡ 2 =

2
45¡  ¡

p
3

¡
p
3 7¡ 

3
5

ve dolay¬s¬yla
¯̄
¯̄
¯̄
5¡  ¡

p
3

¡
p
3 7¡ 

¯̄
¯̄
¯̄ = 0) 2 ¡ 12+ 32 = (¡ 4) (¡ 8) = 0

oldu¼gundan  matrisinin 1 = 4 ve 2 = 8 olacak şekilde iki tane öz de¼geri
vard¬r.

Örnek 3.4.23

 =

2
4¡4 ¡6

3 5

3
5

olmak üzere  matrisinin öz de¼gerlerini ve öz vektörlerini bulal¬m. Bunun
için

det (¡ 2) = 0
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denklemini inceleyelim, yani

¡ 2 =

2
4¡4¡  ¡6

3 5¡ 

3
5

ve dolay¬s¬yla
¯̄
¯̄
¯̄
¡4¡  ¡6

3 5¡ 

¯̄
¯̄
¯̄ = 0) 2 ¡ ¡ 2 = (+ 1) (¡ 2) = 0

oldu¼gundan  matrisinin 1 = ¡1 ve 2 = 2 olacak şekilde iki tane öz de¼geri
vard¬r.  matrisinin her bir öz de¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörler

 =   = 1 2

ya da
(¡ 2) = 0

denklemi ile bulunur. Buna göre

² 1 = ¡1 için,  = ( ) olmak üzere
0
@
2
4¡4 ¡6

3 5

3
5¡ (¡1)

2
41 0

0 1

3
5
1
A
2
4


3
5 =

2
40
0

3
5

veya 2
4¡3 ¡6

3 6

3
5
2
4


3
5 =

2
40
0

3
5

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsay¬lar
matrisi ve ona denk olan matris

2
4¡3 ¡6

... 0

3 6
... 0

3
5 ¼

2
41 2

... 0

0 0
... 0

3
5

bulunur. Buna göre  =  denirse  = ¡2 olur. Buna göre

 =

2
4¡2



3
5 = 

2
4¡2

1

3
5
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O halde 1 öz de¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörlerin kümesi
8
<
:

2
4¡2

1

3
5 :  2 R

9
=
; = 

8
<
:

2
4¡2

1

3
5
9
=
;

olur.

² 2 = 2 için,  = ( ) olmak üzere
0
@
2
4¡4 ¡6

3 5

3
5¡ 2

2
41 0

0 1

3
5
1
A
2
4


3
5 =

2
40
0

3
5

veya 2
4¡6 ¡6

3 3

3
5
2
4


3
5 =

2
40
0

3
5

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsay¬lar
matrisi ve ona denk olan matris

2
4¡6 ¡6

... 0

3 3
... 0

3
5 ¼

2
41 1

... 0

0 0
... 0

3
5

bulunur. Buna göre  =  denirse  = ¡ olur. Buna göre

 =

2
4¡



3
5 = 

2
4¡1

1

3
5

O halde 2 öz de¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörlerin kümesi
8
<
:

2
4¡1

1

3
5 :  2 R

9
=
; = 

8
<
:

2
4¡1

1

3
5
9
=
;

olur.

Örnek 3.4.24

 =

2
6664

4 1 0

1 1 1

7 2 2

3
7775
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matrisinin öz de¼gerlerini bulal¬m. Bunun için

det (¡ 3) = 0

denklemini inceleyelim, yani

¡ 3 =

2
6664

4¡  1 0

1 1¡  1

7 2 2¡ 

3
7775

ve dolay¬s¬yla
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

4¡  1 0

1 1¡  1

7 2 2¡ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 0) 3 ¡ 72 + 11¡ 5 = 0

oldu¼gundan 1 = 1 2 = 1 ve 3 = 5 elde edilir.

Örnek 3.4.25

 =

2
6664

1 0 ¡1

1 2 1

2 2 3

3
7775

olmak üzere  matrisinin öz de¼gerlerini ve öz vektörlerini bulal¬m. Bunun
için

det (¡ 3) = 0

ve dolay¬s¬yla
¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1¡  0 ¡1

1 2¡  1

2 2 3¡ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 0) 3 ¡ 62 + 11¡ 6 = 0

oldu¼gundan  matrisinin 1 = 1 2 = 2 ve 3 = 3 şeklinde öz de¼gerleri elde
edilir.  matrisinin her bir öz de¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörler

 =   = 1 2 3
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ya da
(¡ 3) = 0

denklemi ile bulunur. Buna göre

² 1 = 1 için,  = (  ) olmak üzere
0
BBB@

2
6664

1 0 ¡1

1 2 1

2 2 3

3
7775¡ 1

2
6664

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3
7775

1
CCCA

2
6664







3
7775 =

2
6664

0

0

0

3
7775

veya 2
6664

0 0 ¡1

1 1 1

2 2 2

3
7775

2
6664







3
7775 =

2
6664

0

0

0

3
7775

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsay¬lar
matrisi ve ona denk olan matris
2
6664

0 0 ¡1 ... 0

1 1 1
... 0

2 2 2
... 0

3
7775

1:1$3¼
2:3!¡13
3:1!1

21

2
6664

1 1 1
... 0

1 1 1
... 0

0 0 1
... 0

3
7775

4:2!2¡1¼
5:1!1¡3

2
6664

1 0 1
... 0

0 0 0
... 0

0 0 1
... 0

3
7775

bulunur. Buna göre  = 0 ve  =  denirse  = ¡ olur. Buna göre

 =

2
6664

¡



0

3
7775 = 

2
6664

¡1

1

0

3
7775

O halde 1 öz de¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörlerin kümesi
8
>>><
>>>:


2
6664

¡1

1

0

3
7775 :  2 R

9
>>>=
>>>;

= 

8
>>><
>>>:

2
6664

¡1

1

0

3
7775

9
>>>=
>>>;

olur.
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² 2 = 2 için  = (  ) olmak üzere

0
BBB@

2
6664

1 0 ¡1

1 2 1

2 2 3

3
7775¡ 2

2
6664

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3
7775

1
CCCA

2
6664







3
7775 =

2
6664

0

0

0

3
7775

veya 2
6664

¡1 0 ¡1

1 0 1

2 2 1

3
7775

2
6664







3
7775 =

2
6664

0

0

0

3
7775

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsay¬lar
matrisi ve ona denk olan matris

2
6664

¡1 0 ¡1 ... 0

1 0 1
... 0

2 2 1
... 0

3
7775

1:1!¡11¼
2:2!2+1
3:3!3+21

2
6664

1 0 1
... 0

0 0 0
... 0

0 2 1
... 0

3
7775

4:2$3¼
5:2! 1

2
2

2
6664

1 0 1
... 0

0 1 1
2

... 0

0 0 0
... 0

3
7775

bulunur. Buna göre  = 2 denirse  = ¡ ve  = ¡2 olur. Buna
göre

 =

2
6664

¡2

¡

2

3
7775 = 

2
6664

¡2

¡1

2

3
7775

O halde 2 öz de¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörlerin kümesi

8
>>><
>>>:


2
6664

¡2

¡1

2

3
7775 :  2 R

9
>>>=
>>>;

= 

8
>>><
>>>:

2
6664

¡2

¡1

2

3
7775

9
>>>=
>>>;

olur.
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² 3 = 3 için  = (  ) olmak üzere
0
BBB@

2
6664

1 0 ¡1

1 2 1

2 2 3

3
7775¡ 3

2
6664

1 0 0

0 1 0

0 0 1

3
7775

1
CCCA

2
6664







3
7775 =

2
6664

0

0

0

3
7775

veya 2
6664

¡2 0 ¡1

1 ¡1 1

2 2 0

3
7775

2
6664







3
7775 =

2
6664

0

0

0

3
7775

homojen lineer denklem sistemi bulunur. Bu sistemin ilaveli katsay¬lar
matrisi ve ona denk olan matris
2
6664

¡2 0 ¡1 ... 0

1 ¡1 1
... 0

2 2 0
... 0

3
7775

1:1$2¼
2:2!2+21
3:3!3+2

2
6664

1 ¡1 1
... 0

0 ¡2 1
... 0

2 0 1
... 0

3
7775

4:2!¡1
2
2

¼
5:3!3¡21

2
6664

1 ¡1 1
... 0

0 1 ¡1
2

... 0

0 2 ¡1 ... 0

3
7775

4:1!1+2¼
5:3!3¡23

2
6664

1 0 1
2

... 0

0 1 ¡1
2

... 0

0 0 0
... 0

3
7775

bulunur. Buna göre  = 2 denirse  =  ve  = ¡ olur. Buna göre

 =

2
6664

¡



2

3
7775 = 

2
6664

¡1

1

2

3
7775

O halde 2 öz de¼gerine karş¬l¬k gelen öz vektörlerin kümesi
8
>>><
>>>:


2
6664

¡1

1

2

3
7775 :  2 R

9
>>>=
>>>;

= 

8
>>><
>>>:

2
6664

¡1

1

2

3
7775

9
>>>=
>>>;

olur.
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Tan¬m 3.4.26 Bir  £  tipinde  matrisi için det (¡ ) determinan-
t¬na  n¬n karakteristik polinomu ( cinsinden), det (¡ ) = 0 den-
klemine ise  n¬n karakteristik denklemi ad¬ verilir.

Örnek 3.4.27

 =

2
42 ¡1
0 1

3
5

verilsin. O zaman  n¬n karakteristik polinomu

det (¡ 2) =

¯̄
¯̄
¯̄
2¡  ¡1

0 1¡ 

¯̄
¯̄
¯̄ = 2 ¡ 3+ 2

ve karakteristik denklemi
2 ¡ 3+ 2 = 0

şeklindedir.

Örnek 3.4.28

 =

2
6664

1 2 ¡1

1 0 1

4 ¡4 5

3
7775

verilsin. O zaman  n¬n karakteristik polinomu

det (¡ 3) =

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯

1¡  2 ¡1

1 ¡ 1

4 ¡4 5¡ 

¯̄
¯̄
¯̄
¯̄
¯
= 3 ¡ 62 + 11¡ 6

ve karakteristik denklemi

3 ¡ 62 + 11¡ 6 = 0

şeklindedir.

Teorem 3.4.29  £  tipinde bir matris olsun.  n¬n öz de¼gerleri  n¬n
karakteristik polinomunun reel kökleridir.
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Teorem 3.4.30 (Cayley-Hamilton) Her matris kendi karakteristik poli-
nomunun bir köküdür. Aç¬k bir ifadeyle bir  kare matrisinin karakteristik
polinomu

 () =  + ¡1
¡1 + + 1+ 0

ise  () = 0 dir, yani

 () =  + ¡1
¡1 + + 1+ 0 = 0

dir.

Uyar¬ 3.4.31 Genel olarak

 () =  + ¡1
¡1 + + 1+ 0

 mertebeden bir  kare matrisinin karakteristik polinomu ise

¡1 =
¡1
0

¡
¡1 + ¡1

¡2 + + 2+ 1
¢

formülü ile ¡1 bulunabilir.

Örnek 3.4.32

 =

2
43 5

2 7

3
5

matrisinin tersini Cayley-Hamilton teoremini kullanarak bulal¬m. Buna göre
karakteristik polinom

det (¡ 2) =

¯̄
¯̄
¯̄
3¡  5

2 7¡ 

¯̄
¯̄
¯̄ = 2 ¡ 10+ 11

şeklindedir. Dolay¬s¬yla  matrisi bu polinomun bir köküdür

2 ¡ 10+ 112 = 02

ve

¡1 =
¡1
11

(¡ 102) =
¡1
11

2
43¡ 10 5

2 7¡ 10

3
5

oldu¼gundan

¡1 =

2
4

7
11

¡5
11

¡2
11

3
11

3
5

elde edilir.
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3.4.4 Bölüm sonu al¬̧st¬rmalar¬

1.  : R2 ¡! R  ( ) = 3 + 2 dönüşümünün lineer oldu¼gunu gös-
teriniz.

2.  : R3 ¡! R3  (  ) = ( ¡   2) dönüşümünün lineer oldu¼gunu
gösteriniz.

3. V veW reel (ya da kompleks) vektör uzaylar¬ ve : V ¡!W dönüşümü
için e¼ger  (0) 6= 0 olursa  lineer bir dönüşüm olabilir mi?

4.  : R3 ¡! R3  (  ) = (  0) dönüşümünün lineer oldu¼gunu
gösteriniz. Bu dönüşümü geometrik olarak yorumlay¬n¬z.

5. Düzlemin her bir noktas¬n¬  noktas¬ etraf¬nda  radyan dündüren

 : R2 ¡! R2  ( ) = ( cos  ¡  sin   sin  +  cos )

dönüşümünün lineer oldu¼gunu gösteriniz.

6.  2 R
 ve  : R

 ¡! R
 için  () =  fonksiyonunun lineer

oldu¼gunu gösteriniz.

7.  : R4 ¡! R5

 (1 2 3 4) = (1 + 3 2 + 4 1 ¡ 4 2 ¡ 3 1 ¡ 2)

şeklinde tan¬mlanan  lineer dönüşümü verilsin. (1 1 0 0¡1) vektörü
 nin görüntü uzay¬ içerisinde midir?

8.  : R4 ¡! R3 lineer dönüşümü

 (1 2 3 4) = (21 + 23 ¡ 24 1 + 3 + 4¡1 + 2 ¡ 24)

şeklinde tan¬mlans¬n.  (R4) altuzay¬n¬ elde edip boyutunu bulunuz.

9.  : R4 ¡! R3 lineer dönüşümü

 (1 2 3 4) = (1 + 2 + 24 1 + 22 ¡ 3 + 34 2 ¡ 3 + 4)

şeklinde tan¬mlans¬n.  (R4) altuzay¬n¬ elde edip boyutunu bulunuz.
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10.  : R ¡! R  (1 2  ) =  1 ·  ·  olacak şekilde ver-
ilen  dönüşümünün lineer oldu¼gunu gösteriniz. ( dönüşümüne  nci
koordinat fonksiyonu da denilmektedir.)

11. Aşa¼g¬da verilen lineer dönüşümlerin rank¬n¬ bulunuz:

(a)  : R3 ¡! R2  (  ) = (2¡  ¡ 3) ;

(b)  : R2 ¡! R3  ( ) = (¡  2 + ) ;

(c)  : R3 ¡! R3  (  ) = (¡  +  0) 

12.  : R2 ¡! R3  ( ) = (6+  4¡ 2¡4) şeklinde tan¬ml¬ 
lineer dönüşümü verilsin. R2 nin SR2 = f(1 1)  (0 1)g ve R3 ün SR3 =
f(¡1 0 1)  (1 0 1)  (3 2 0)g bazlar¬na göre  dönüşümüne kaŗs¬l¬k ge-
len matrisi bulunuz.

13.  : R3 ¡! R2  (  ) = (2¡  ¡ 3) şeklinde tan¬ml¬  lineer
dönüşümü verilsin. R3 ün SR3 = f(1¡1 0)  (0¡1 0)  (0 1 2)g ve R2

nin SR2 = f(2 5)  (1 2)g bazlar¬na göre  dönüşümüne karş¬l¬k gelen
matrisi bulunuz.

14. R3 standart reel vektör uzay¬n¬n SR3 = f(1 1 0)  (0¡1 0)  (0 0 2)g ve
R2 vektör uzay¬n¬n SR2 = f(0¡1)  (3 0)g bazlar¬ verilsin. Buna göre

 =

2
43 1 0

2 0 ¡1

3
5

için SR3 ve SR2 bazlar¬na göre  matrisinin belirtti¼gi lineer dönüşümü
bulunuz.

15.  : R2 ¡! R3  ( ) = (¡+  ¡ 2¡3) lineer dönüşümü ver-
ilsin.

(a)  = (¡1 2) için  () vektörünü bulunuz.

(b) SR2 = f(2 1)  (3 1)g ve SR3 = f(1 1 1)  (¡1 0¡1)  (1 1 2)g ba-
zlar¬na göre  nin matrisini bulunuz.

(c)  vektörünün SR2 baz¬na göre bileşenlerinin matrisini bulunuz.
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16.

 =

2
4¡10 14

¡7 11

3
5

matrisinin öz de¼gerlerini ve öz vektörlerini hesaplay¬n¬z.

17.

 =

2
6664

1 0 ¡1

1 2 1

2 2 3

3
7775

matrisinin öz de¼gerlerini ve öz vektörlerini hesaplay¬n¬z.

18.  2£2 tipinde bir matris olsun.  n¬n karakteristik polinomu  olmak
üzere

 () = 2 ¡ _ () + det

oldu¼gunu gösteriniz.

19.  3£3 tipinde bir matris olsun.  n¬n karakteristik polinomu  olmak
üzere

 () = 3 ¡ _ () 2 + _ () + det

oldu¼gunu gösteriniz.


